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169. 

Calcul intégral. — Mémoire sur l'emploi du nouveau calcul, appelé 

calcul des limites, dans V intégration d'un système d'équations diffé^ 

rentielles. 

C. R., T. XV, p. 14 (4 juillet 1842). 

§ I. — Considérations générales. 
Soit donné, entre la variable indépendante / et les inconnues 

J7, y, Zf • . • > 
un système d'équations différentielles de la forme 
(I) D,^ = X, D,7 = Y, D,5_=Z, 

X, Y, Z, ... désignant des fonctions connues de 

a?, y, z, . . ., t. 

Soient d'ailleurs 

?, -n, ç, ... 

les valeurs nouvelles qu'acquièrent les inconnues 

^y y^ ^9 • • • 
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6 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

quand la variable t acquiert une valeur nouvelle désignée par t. Lors- 
qu'on remplacera 

^ par Ç, / par rj, z par Ç, .. ., 

une fonction donnée 

(2) R = F(j:,7,5, ...) 

des inconnues x, y, z, ,,. acquerra elle-même une valeur nouvelle re- 
présentée par 

F(?,r),Ç, ...); 

et, si celte valeur nouvelle est développable par la formule de Taylor 
en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
T — /, on aura 

(3) F(Ç,y],Ç, ...)== Il -f---7-D,R+ ^-Ill-^DÎR + . . .. 

Si dans l'équation (2) on remplace successivement la fonction f{^) 
par chacune des inconnues 

•^> y y ^i • • • » 
on obtiendra les formules 

I 1.2 ' 

(4) ^. rj^j-i-l^D,j4- ^^~^^^' D?v4-..., 

\ I 1.2' 

qui représenteront les intégrales des équations (i), toutes les fois que 
les séries 



I 



!>//. ^Vt-^»?/' 



seront convergentes. C'est du moins ce que l'on peut aisément démon- 
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EXTRAIT N« 169. 7 

trer à l'aide d'un théorème général que j'ai donné sur le développe- 
ment des fonctions en séries. Donc, pour établir l'existence des inté- 
grales générales des équations (i), il suffira de prouver qu'on peut 
attribuer à t — / un module assez petit pour rendre convergentes les 
séries (5), toutes comprises dans la série plus générale 

(6) R, 1=:-^D,R, (I^*D?R, .... 
Donc, si l'on désigne par t le module de t — /, et par 

5o, 5,, 5j, 
des limites supérieures aux modules des quantités 

R, ~D,R, T^DÎR, ..., 

il suffira de prouver que le module i peut devenir assez petit pour 
rendre convergente la série 

(7) ^0, 5it, 5,tS .... 

Observons maintenant que, en vertu de la formule (2), jointe aux 
équations (i), on aura 

j D,R=D;,F(x,7,^,...)X+DyF(j:, 7,5, ...)¥+..., 

\ D?R::z D« F(x,7, 5, . . .)X*4- D«F(^, 7, 5, . . .)Y*-^. . . 

(8) { -^ 2D,D^F(^, 7,5, ...)XY -+-... 
-^D^F(^,7,5, ...)D,X + D^F(^,7,5, ...)D,Y-+-..., 

» 

en sorte que la valeur générale de D^'R se composera de termes dont 
chacun sera le produit d'un nombre entier par une des dérivées par- 
tielles de divers ordres de la fonction Y(x,y,z, . . .), et par des puis- 
sances des fonctions X, Y, Z, ... ou de leurs dérivées. Cela posé, 

soient 

X, y, z, . . . , t 

les modules d'accroissements imaginaires attribués aux quantités va- 
riables 

^9 7> ^9 • • •> ^9 
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8 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

et tellement choisis que, pour ces modules, ou pour des modules plus 
petits, les fonctions 

X, Y, Z, ..., F(x, v,5, ...), 

modifiées en vertu de ces accroissements, restent continues par rap- 
port aux arguments et aux modules des accroissements dont il s'agit. 

Soient encore 

a:, g-, ^, ..., .^ 

les plus grands modules des fonctions 

X, Y, Z, ..., R=rF(x,/,5, ...) 
correspondants aux modules 

X, y, z» • • • > ^ 
des accroissements imaginaires attribués aux variables 

En vertu du théorème établi dans la séance précédente ( * ), pour obtenir 
des limites 

«5o, "'^1, ^29 ' ' ' 

respectivement supérieures aux modules des quantités 

R, iD,R, Y^D?R, ..., 
il suffira de calculer ces quantités dans le cas particulier où l'on a 

(9) " 



(lo) R=K^-tj-i5-»..., 

Uy b, c^ , .. désignant des facteurs constants, puis d'attribuer aux va- 
riables 

*^f y 9 ^9 • • • > ^ 
et aux constantes 

a, by c, ..., K 

( ») Œuvres de Cauc/tr, S. I, T. Vï, p. 464- — Extrait n*» i67. 
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EXTRAIT N° 16'J. 9 

les valeurs que détermine le système des formules 

(0:=:— X, jzzz — y, 5=— Z, ..., / = — l, 

(«0 

jointes aux équations (9) et (10). D'ailleurs, pour déduire la série (7) 
de la série (G), il suffira de joindre aux formules (1 1) la suivante 

(12) T — /=: t, 

et, dans le cas particulier que Ton considère, la série ((>) ne cessera 
pas de représenter le développement de 

correspondant aux valeurs de ^, rj, î^, ... que fournit l'intégration des 
équations (i). Enfin, si le module t de ^ — / est assez petit pour que la 
série (7) soit convergente, il rendra convergente à plus forte raison la 
série (6). Donc, pour établir l'existence des intégrales générales des 
équations (i), et même pour obtenir une limite en decjà de laquelle la 
différence t — / puisse varier sans que les intégrales cessent d'être dé- 
veloppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
entières de cette différence, il suffit d'intégrer le système des équations 
auxiliaires 



(i3) 



Si les fonctions 



X, Y, Z, 



ne renfermaient pas la variable /, alors, dans les valeurs de ces fonc- 
tions que déterminent les formules (9), on devrait évidemment sup- 
primer le facteur /"*. Donc alors les formules (9) deviendraient 



OEavres de C. — S. I, t. VU. 
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10 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

et les équations (i3) se réduiraient aux suivantes : 

; D/x:=a^~'/~*-3-*. . ., 
(i5) { 



\ 



§ 11. — Intégration des équations auxiliaires. 
Considérons le système des équations auxiliaires 

i \^^z =cx-'^y-^z-^,..t-\ 

y 

dans lesquelles a, b, c, ... désignent des quantités constantes. On en 

tirera 

. . D,^ _ D,r __ D,3 _ 

puis, en intégrant la formule (2), et désignant par 

^ Yî, Ç, ..., T 

un nouveau système de valeurs correspondantes des quantités variables 

^> y 9 ^> • • • > ^9 



on trouvera 




(3) 





Concevons maintenant que Ton représente la valeur commune de 
chacun des rapports qui constituent les divers membres de la for- 
mule (3) par la lettre », ou même par le rapport 



8 



k désignant une constante nouvelle que Ton pourra choisir arbitrai- 
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169. 




rem( 


Biit. Alors la formule 








(4) 


a 


.r — Y) z — 
~ b ~ c 


K^ 


• — k 


doni 


liera 








(5) 




b 


z = 


C-Hç». 



IL 



et de ces dernières équations, combinées avec la formule (2), on con- 
clura 

ou, ce qui revient au même, 

.„. dt d\i 

puis, en intégrant les deux membres de la formule (6), après avoir 
substitué à ic, j, 5, ... leurs valeurs tirées des formules (5), on trou- 
vera 

Ainsi les intégrales des équations auxiliaires se trouvent représentées 
par les formules (5), la valeur de « étant déterminée par la for- 
mule (7). On pourrait, dans ces formules, réduire la constante k à 
l'unité; mais, pour rendre plus faciles les applications qu'il s'agit d'en 
faire, il sera mieux de ne pas supposer k = i. 

Si les équations auxiliaires se réduisaient aux suivantes 

D/O- zz: ax-^y-^z-^ . . . , 
\>,y:=zbx-^y-^z-K,,, 
D<5 = cx-»j-»^-*..., 



(8) 



alors le premier membre de la formule (6) se réduirait simplement 
k la différentielle r//, et, à la place de l'équation (7), on obtiendrait 
celle-ci 



(„ '— x'(?-^)(-^)(c+^»)... 



dO 
k * 
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12 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

§ III. — Conséquences des formules établies dans les paragraphes 

précédents. 

Dans le cas particulier où le système des équations différentielles 
données se réduit au systenric des équations auxiliaires, et où Ton sup- 
pose en outre 

non seulement on a, en vertu des formules (4) du § II, 

/ \ Jr ^ b c 

la valeur de a étant déterminée par la formule (7) du même para- 
graphe, qui peut être réduite à 

OU, ce qui revient au même, à 

'(0=X>-Ê')(-'-î»)-?' 

mais aussi on a de plus 

FU,rj,?, ...) = K;-«yi-«Ç-'..., 
et, par conséquent, eu égard aux formules (i), 

(3) FU,v),C,..0 = K(^-^jH)"(y-^HJ"^(.-^«y\..^ 

Cela posé, concevons que, dans le cas général où les équations diffé- 
rentielles et la fonction F(a:, j, :?,...) offrent des formes quelconques, 
on construise la série 

(4) R, ^^D,R, llZli}!D?R, ..., 



1 .2 



qui, d'après la formule de Taylor, devrait représenter le développe- 
ment de 

F(Ç,-n,Ç, ...) 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT N« 169. 13 

suivant les puissances ascendantes de t — /. Pour obtenir une autre 
série 



(5) 



^"^0, 5ii, .%l% 



dont les différents termes soient respectivement supérieurs aux mo- 
dules des termes de la série (4), il suffira, en vertu des principes éta- 
blis dans le § I, de développer, suivant les puissances ascendantes 
de i, la valeur s de F(^, v], !^, . . .) que détermine la formule (3), jointe 
à l'équation (2), après avoir substitué aux quantités 

leurs valeurs tirées des formules (9), (10), (11), (12) du § I. Or, si 
Ton choisit la constante k de manière que l'on ait 

(-x)(-y)(-z)...(-l)==~k, 
les formules (9), (10), (i i), (12) du § I donneront, non seulement 
.r — — X, / = — y, 5= — z, ..., C~—\, tm — (, 



et, par suite, 



mais encore 









b ^ c 



Donc, pour obtenir la série (5), il suffira de développer, suivant les 
puissances ascendantes de t, la valeur particulière B de F(^, y],l, .. .) 
déterminée par le système des formules 

„, t,(,-o-'=|'(-?»)(-f»)(-^) ■•'"• 
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U COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

D'ailleurs, pour que la série (4) soit convergente, il suffira que la 
série (5) le soit. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théoïième I. — Soit donné, entre la variable indépendante t et les 
inconnues 

Xy y y Z, • • • , 

un système d'équations différentielles. Soient de plus 

de nouvelles valeurs de ces inconnues, qui correspondent à une nouvelle 
tmleur T de la variable t. On pourra tirer des équations différentielles don- 
nées des valeurs de 

Çy riy Ç, ... et même de F(ç, n, Ç, . . .), 

développables en séries convergentes suivant les puissances ascendantes de 
T — /, si la z^aleur de .s que détermine l'équation (7), jointe à la for- 
mule (G), est elle-même développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de t. 

Corollaire I. — Si Ton pose, pour abréger, 

(S) £^l|(,-J^"\ 

la formule (G) deviendra 



(9) 



=r('-^)('-f^)(-i')-- 



Corollaire IL — Si les équations différentielles données ne ren- 
ferment pas explicitement la variable t, alors, d'après ce qui a été dit 
précédemment (voir le § II), on pourra, dans la formule (2), rem- 
placer le premier membre, c'cst-a-dire le produit 



'(0' 



par la différence / — t; et, en posant d'ailleurs 

(-x)(~y)(-z)...=z-k, 
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EXTRAIT N" 169. 13 

on obtiendra, au lieu de la formule (G) ou (9), l'équation 



■=r(-T«)(-f»)(-i»)- 



dO. 



Corollaire III. — La valeur de e que donne l'équation (8) se déve- 
loppe en série convergente par la formule 

(11) e=.-h-- + 3^,-f-.... 
lorsqu'on a 

(12) Kt. 

La valeur de a, que détermine l'équation (9), se développe elle-même, 
par la formule de Lagrange, en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de £, lorsqu'on a 

•<XX-TO(-f')(-l') ■-• 

X étant le plus petit des rapports 

X y z 

et il suffit évidemment que les conditions (12), (i3) soient remplies 
pour que la valeur de s, fournie par l'équation (7), soit elle-même 
développable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de t. Cela posé, on pourra énoncer encore la proposition 
suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
les valeurs de 

l. Y), C, ... et même de * F(?, tq, Ç, . . .) 

seront développables en séries conçergentes, suivant les puissances ascen- 
dantes de "z — t^ si le module i de r: — t vérifie simultanément les deux 
conditions 

(.4) .<t, ti(.-i)<jrY^,_^.)(.-|.)(._|.)...... 



Digitized by 



Google 



16 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

Alors aussi, en arrêtant après un certain nombre de ternies la série qui 
représente le développement de F(^, V], !^, . . .)» suivant les puissances ascen- 
dantes de T — /, on obtiendra un reste dont le module sera inférieur au 
reste correspondant de la série que représente le développement de ^ suivant 
les puissances ascendantes de i. 

Corollaire I. — Si les équations différentielles données ne ren- 
ferment pas explicitement la variable t, alors, la formule (lo) devant 
èlre substituée à la formule (i3), la première des conditions ( i4) dis- 
paraîtra, et la seconde se trouvera remplacée par celle-ci : 

■<X'(--T')(-f')(-ï») ■- 

En terminant ce Mémoire, nous ferons une observation importante. 
Les divers termes du développement de F(^, r^, l, . . .), suivant les puis- 
sances ascendantes de t — /, ne cesseront pas d'offrir des modules in- 
férieurs aux termes correspondants du développement de .s, si l'on fait 
croître ce dernier. Or c'est précisément ce qui arrivera si l'on substitue 
à chacun des rapports 

— , — , —, ... 
X y z 

le plus grand d'entre eux, c'est-à-dire la quantité positive -» attendu 

que, dans le développement de^, chaque terme sera positif et propor- 
tionnel k une puissance positive de chacun de ces rapports. Il suit de 
cette observation que les formules (ô), (7) pourraient être remplacées 
par les suivantes 

,, .,(,_;)-=|-(,_£)-V»=j[,-(,-;y], 

(17) s=.^(^,_--J 

desquelles on tire 

n — \ 

(18) s^jifi^/iii/i-iyn " , 

n désignant le nombre total des variables x, r, z, ...,/. 
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EXTRAIT N» 170. 17 

En substituant la formule (lo) à la formule (6), comme on peut le 
faire quand les équations différentielles données ne renferment pas 
explicitement la variable /, on obtiendrait, au lieu de la formule (i8), 
celle-ci 



(19) s = a^-wi) 



Pareillement, la seconde des conditions (i4) et la condition (i5) 
pourront être, si Ton veut, remplacées par les suivantes 



(,o) ^'(-0<7» 



et 



(-) i<^- 



La formule (21), pour le cas où l'on suppose /i = 2, se trouve déjà 
dans le Mémoire lithographie de i835. 



170. 

Calcul intégral. — Mémoire sur remploi du calcul des limites 
dans l'intégration des équations aux dérii^ées partielles. 

C. R., T. XV, p. 44 (II juillet 1842). 

Peut-on intégrer généralement une équation aux dérivées partielles 
d'un ordre quelconque, ou même un système quelconque de sembla- 
bles équations? C'est là, comme je l'ai remarqué dans l'avant-dernifere 
séance, une question dont l'importance n'est pas contestée, mais dont 
la solution ne se trouve nulle part. Or, à l'aide du théorème fonda- 
mental précédemment établi, je parviens, non seulement à résoudre 
la question dont il s'agit, mais encore à déterminer les limites des 

QEut^res de C. — S. I, t. VU. 3 
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18 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

erreurs que Ton commet quand on arrête, après un nombre de termes 
plus ou moins considérable, certaines séries qui représentent les dé- 
veloppements des intégrales. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
En augmentant, s'il est nécessaire, le nombre des inconnues, 
on peut toujours réduire une ou plusieurs équations aux dérivées 
partielles d'un ordre quelconque à un système d'équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre. Cela posé, concevons qu'il s'agisse 
d'intégrer une ou plusieurs équations aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre entre une ou plusieurs inconnues et des variables indépen- 
dantes 

Xy y^ Zy . . . , ', 

dont la dernière t pourra être censée représenter le temps. Pour une 
valeur particulière t de la variable indépendante /, les valeurs géné- 
rales des inconnues se réduiront nécessairement à des fonctions des 
autres variables indépendantes x^ y, z, . . .; et, si ces valeurs générales 
peuvent être développées, par la formule de Taylor, en séries conver- 
gentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la différence 
/ — T, les premiers termes de leurs développements seront précisé- 
ment les fonctions dont il s'agit, et desquelles on pourra d'ailleurs 
disposer arbitrairement. Il est donc naturel de penser que les inté- 
grales générales d'une ou de plusieurs équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre renfermeront une ou plusieurs fonctions arbi- 
traires, qui pourront être censées représenter les valeurs initiales des 
inconnues, c'est-à-dire leurs valeurs particulières et correspondantes 
à une valeur particulière t de la variable /. Il y a plus, pour être en 
état d'affirmer que les intégrales générales existent et sont représen- 
tées, du moins entre certaines limites, par les développements que 
fournit la formule de Taylor, il suffira de s'assurer que ces développe- 
ments sont convergents, du moins pour des modules de la différence 
/ — T inférieurs à une certaine limite. Or, c'est ce que je parviens à 
démontrer à l'aide des considérations suivantes. 

J'examine d'abord le cas particulier où les équations données sont, 
non seulement du premier ordre, mais de plus linéaires par rapport 
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EXTRAIT N<» 170. 19 

aux dérivées partielles des inconnues, et où il s'agit d'intégrer ces 
équations de manière que toutes les inconnues se réduisent à des con- 
stantes données pour une certaine valeur t de la variable t. A l'aide du 
théorème fondamental précédemment rappelé, j'obtiens assez facile- 
ment, dans ce cas particulier, une limite en deçà de laquelle le module 
de la différence / — t peut varier, sans que les séries déduites de la 
formule de Taylor cessent d'être convergentes. La détermination de 
cette limite se trouve ramenée, par le même théorème, à l'intégration 
d'une seule équation aux dérivées partielles du premier ordre, et une 
analyse, dont la simplicité paraît digne de quelque attention, me con- 
duit à l'intégrale de l'équation dont il s'agit. Cette intégrale fournit 
immédiatement les moyens de calculer, non seulement la limite cher- 
chée du module de la différence / — t, mais encore des limites des 
erreurs que l'on commet lorsqu'on arrête après un certain nombre de 
termes les développements des inconnues en séries convergentes. 

Après avoir ainsi résolu, dans un cas particulier, la question que je 
m'étais proposée, je ramène à ce cas particulier le cas général, à l'aide 
des deux observations quç je vais indiquer. 

J'observe, en premier lieu, que, si les valeurs initiales des incon- 
nues ne vérifient pas la condition admise, en se réduisant à des con- 
stantes données pour la valeur primitive t de la variable /, on pourra 
représenter ces inconnues par leurs valeurs initiales augmentées d'in- 
connues nouvelles qui rempliront évidemment la condition dont il 
s'agit, puisqu'elles acquerront des valeurs constantes et même nulles 
pour / = T. 

J'observe, en second lieu, qu'étant données une ou plusieurs équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre, mais de forme quel- 
conque, il suffit de substituer à la recherche des inconnues la recher- 
che de leurs dérivées du premier ordre, pour obtenir de nouvelles 
équations du premier ordre, qui soient linéaires par rapport aux déri- 
vées partielles des nouvelles inconnues. A la vérité, quand il existe 
plus de deux variables indépendantes, le nombre des équations nou- 
velles semble devoir surpasser le nombre des nouvelles inconnues ; 
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mais je prouve que la vérification de quelques-unes de ces équations 
entraîne la vérification de toutes les autres. 



'ANALYSE. 

Intégration par série des équations linéaires aux dérivées partielles 

du premier ordre. 

Considérons d'abord une seule équation aux dérivées partielles du 
premier ordre, entre des variables indépendantes x^y, z, ...,/, dont 
la dernière pourra représenter le temps, et l'inconnue ct. Supposons 
d'ailleurs que cette équation, étant linéaire, au moins par rapport aux 
dérivées partielles de l'inconnue cr, puisse, en conséquence, se ré- 
duire à 

( I ) D,cj =: A D^© H- B DjrGj -h . . . -+- K, 

ou, ce qui revient au même, à 

( 2 ) 5 = A/? -4- B y -h ... -h K, 

les valeurs de/?, y, . . ., ^ étant 

(3) ;?"Da.GJ, 7~DyCJ, ..., 5 = D/CJ, 

et A, B, . . ., K désignant des fonctions données de 

^f y> 5, . . . , t, m. 

Enfin représentons par co la valeur particulière de ts qui correspond à 
une valeur donnée t de la variable /, et qui ne peut être généralement 
fonction que des seules variables 

.r, 7, z, .... 

Si l'inconnue cr, assujettie à la double condition de vérifier, quel que 
soit /, l'équation (i), et, pour / = t, la condition 

(4) iîj=ioj, 

peut être développée, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, en 
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une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
la différence 

le développement sera de la forme 

(5) c— û) -4- l,(^ — T)-t-I,(^ — T)* -+-..., 

la valeur de !« étant donnée par la formule 

<«' -r^- 

dans laquelle on devra déterminer D"tar à l'aide de l'équation (i), puis 
remplacer, après les différentiations, t par t et car par o>. D'ailleurs, à 
l'aide du théorème général que j'ai donné sur le développement des 
fonctions en séries, on prouvera aisément que, si la série 

(7) Ii(^-T), I,(^-r)«, ... 

est convergente pour de très petits modules de / — t, la valeur de ci 
fournie par l'équation (5) vérifiera l'équation (i), tant que la série (7) 
sera convergente et que les fonctions 

A, B, ..., K 

ne cesseront pas d'être continues par rapport aux variables dont elles 
dépendent. Donc, pour établir l'existence de l'intégrale générale de 
l'équation (i), il suffira de s'assurer que la série (7) est convergente, 
au moins pour les modules de la différence / — t inférieurs à une cer- 
taine limite. C'est ce que nous allons démontrer, en supposant d'abord, 
pour plus de simplicité, la valeur initiale de cr, c'est-à-dire la valeur o) 
que Ts acquiert pour / = t, réduite à une quantité constante. 

La valeur de D^'ct, tirée dans cette hypothèse de l'équation (i), se 
composera évidemment de termes dont chacun sera le produit d'un 
nombre entier par des facteurs variables de la forme 

(8) D^Dj...D;DgK, 

ou par des facteurs du même genre, mais dans lesquels la fonction K 
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se trouvera remplacée par Tune des fonctions A, B, Représentons 

d'ailleurs par 

A,. B, . . ., K 

ce que deviennent les fonctions 

A, B, ..., K, 

quand on attribue aux quantités variables 
des accroissements imaginaires 

^9 7> -2, ..., /, BJ, 

dont les modules 

X, y, z, ..., l, u 

soient tels que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, 

A, B, . . ., K 

restent fonctions continues des arguments et des modules des accrois- 
sements imaginaires dont il s*agit. Enfin soient 

les plus grands modules des fonctions 

4 A, B, ..., K 

correspondants aux modules 

X, y, z, ..., i, u 
des accroissements imaginaires 

^9 y 9 -, .•-, ^ ^9 
de sorte que, en adoptant les notations du calcul des limites, on ait 

(9) Jl.=zAA, Dl> = AB, ...., OC=:Ak. 

En vertu des principes de ce même calcul, et en supposant que, dans 
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l'expression (8), on prenne après les différentiations 

t-=ry GJ HZ Cl), 

on trouvera 

(10) mod.D^D^..D;D5K<N ^^^,;'^^,^^ . 
la valeur de N étant 

(11) N = (i.2...^)(i.2...yï)...(i.a.../)(i.2...m). 

D'autre part, si Ton attribue aux fonctions 

A, B, ..., K 

les formes particulières que déterminent les équations 



(12) 



t 



a, 6, . . . , ^ désignent des quantités constantes; alors, en posant après 
les différentiations 

on trouvera 

K 



(i3) dîd;...d;dsk^n 



(-^)^(-y)^..(-T)'(~a>)'«' 



et, pour obtenir le second membre de la formule (lo), il suffira évi- 
demment de prendre, dans le second membre de la formule (i3), 

(i4) x — —\y 7=1 — y, ..., T = — l, W=i:— u, 

(i5) K = 3C. 

Cela posé, soit5„ ce que devient, dans l'équation (5), le coefficient 

_ T)?TST 

"" 1,1.6, .,n 

lorsque, dans les divers termes dont ce coefficient se compose, on rem- 
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place les facteurs variables ou de la forme 

DîD^...D{DSK 

par des limites supérieures à leurs modules, tirées de la formule (lo) 
et des formules analogues. Si d'ailleurs on nomme i le module de 
/ — T, alors, pour que la série (7) soit convergente, il suffira que la 
série 

(16) 5»i, .\i\ ... 

le soit elle-même; et si, en supposant cette condition remplie, on 
prend 

(17) «z=5,l4-5,t«4-..., 

8 sera précisément ce que devient la valeur de cr — o), tirée de l'équa- 
tion (i), et donnée par la formule (5), quand on attribue a ;r, j, 5, . . . , 
T, 0) les valeurs que déterminent les équations (i4)> puis à la diffé- 
rence / — T et aux constantes 

les valeurs que déterminent, d'une part, la formule 

(18) t-T = L, 

d'autre part les équations 

(19) Xzz^X, B=:Dl>, ..., K — 3C, 
jointes aux formules (12), ou plutôt à celles-ci 

SA — aa:-*^-*. : .t-*w-', 

f ' 

attendu qu'en calculant la valeur de !« on doit, dans les diverses déri- 
vées de A, B, . . . , K, remplacer t par t et rj par o). Il nous reste à inté- 
grer l'équation (i) jointe aux formules (12), c'est-à-dire, l'équation 
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linéaire aux dérivées partielles 

(21) S^-^' ^ ; , 

œyz,,,tjs 

OU 

(22) j T—^j 

que Ton peut encore présenter sous la forme 

(23) 1 j t] = o, 

et à l'intégrer de manière que la valeur initiale de ct se réduise à la 
constante o), par conséquent, de manière que, pour ^ == t, on ait 

(24) GTznCi), /? = 0, q-=zOy .... 

Or, pour intégrer sous ces conditions l'équation (sS), il suffira, d'a- 
près ce que nous avons dit ailleurs, d'éliminer de nouvelles variables 

I, Yî, ç, ... 
entre les intégrales de la formule 

l dx dy dt dw 

1 P "" "Q "S ^ ^p^Qq^,..^^s 

(25) < 

dp dq ds 

- -(X-+-/>n) - -(Y-^gD) -(T + HI)' 

pourvu que l'on suppose 

(36) ; 
p = 



ï Y- ' 

X y 


t m 






— a 


0- -* 


• • • > 


s- ', 


ap-^bq-\-, ,.-\- k 


^ ap-\-bq^,,,-\- k' 


s 



et que l'on intègre la formule (25), de manière à vérifier pour/ = ': 
les conditions (24) jointes à celles-ci. 

(27) ^ — J, 7 — Tn, - = ç, ..., 5 = ç, 

OEwreadeC.^%,\,\. VU. 4 
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la valeur de ^ étant 

A- 

(28) '^—y-y ' 

afin que Tune des intégrales dont il s'agit se réduise précisément à Té- 
quation (21). 

Observons maintenant que, de la formule (aS), jointe aux équa- 
tions (26), on tire non seulement 



P Q _ _ Pp-\-Qq-h...'hS.s 



s 





a-b -k 


et par suite 


dx dv dw 
a ~ b -A' 


puis en intégrant 




(29) 


.r — ç 7 — t) 0) — w 


a '~ b A' 


mais encore 






S^ — T^zno, 


et par suite 




f '?r^^ 


dm sdt-h t ds sdC-h i ds 


^^^^ P/7-h 


Q«7-i-. . .H- S5 ~ —stW ~~ /st\ 


D'ailleurs les formules (26) et (21) donnent 


Dr../!. 


., , «.- ^- - '' 



^ ^ ' ' " ap -\- bq -^, , .-h k u\yz . . :slm 

Donc la formule (3o) pourra être réduite à 

dm s dt -\- t ds , / i \ 

et, comme la formule (29) donne 

(3l) X — l—j-im—ts)), jrziYî— -(gJ — G)), 

on aura encore 
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Kii intéjfrant celte dernière équation, on trouvera 



dB 



i-è=X 0-4)(«-'l) 

OU, cr qui refient au même, eu égard à la formule (28), 

,3,, i=,,:...|.£-"(,_.|)(„_.|)../|; 

et si, à l'aide des formules (3i), on élimine ^, yj, J^, ... de l'équa- 
tion (32), celle que l'on obtiendra, et que l'on pourra simplifier en 
vertu de la formule 

/(ra-w-9)rfô=/ f(B)dO, 

c'est-à-dire, l'équation 

/ I Cl) / BI — W\ / , BI — f*)\ 



fournira, sinon la valeur même de l'inconnue ct considérée comme une 
fonction de x^ y^z^ . . . , / propre à vérifier la formule (21), du moins 
une relation entre cette inconnue ct et sa dérivée partielle 

delà posé, pour obtenir la valeur même de nr, il suffira évidemment de 
multiplier par 

les deux membres de la formule (33), puis d'intégrer ces deux mem- 
bres, en considérant a?, r, 5, ... comme constantes, et u comme fonc- 
tion de t. En opérant ainsi, et ayant égard aux formules 

f /(cy-w)D,BJû?/=: / /{0)dO, 

' / f{9)dmde= / /(0)dOdO= («,- w -e)/(9) </9, 
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on trouvera 

,3„ ,(f)=jf"-V_„(..„|)(,..|)..4». 

Telle est l'intégrale cherchée de Téquation (21). Il est d'ailleurs facile 
de s'assurer directement que ia valeur de cr, déterminée par la for- 
mule (34), possède en effet la double propriété de vérifier, quel que 
soit /, l'équation aux dérivées partielles 

,. a ï)jcGJ 4- b DyCT -+-... -I- A- 

jcyz, . Ajs 

et, pour / = T, la condition 

Ajoutons que l'équation (^V\) peut encore s'écrire comme il suit : 

(Concevons à présent que l'on veuille calculer la valeur de a déter- 
minée par l'équation (17). Pour y parvenir, il suffira de chercher la 
valeur de u — (o que fournit l'équation (3.)) combinée avec les for- 
mules (i4)» (18), (19)» (20); par conséquent, il suffira de poser dans 
l'équation (35), non seulement 

mais encore 



On trouvera ainsi 

(36) t.(.--) =^ (,^_-)(.---)(.---)..._; 
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puis en posant, pour abréger, 

(37) tl^i-j)"' = £, 

(^^^ *'=.^"^Fk7+---' ''=50^-*-^^^+ ' 

on en conclura 

m .= [,- = (.H.l)^"j(....i)-"^(....A)+...]i. 

Si d'ailleurs on nomme n le nombre des variables indépendantes 

Téquation (Sq), résolue par rapport k », offrira n 4- i racines, et celle 
de ces racines qui s'évanouira en même temps que e sera précisément 
la valeur de » que détermine l'équation (17). La racine dont il s'agit, 
développée en série suivant les puissances ascendantes de £, se déduira 
aisément, par le théorème de Lagrange, de l'équation (39), présentée 
sous la forme 

et se réduira simplement à 

\ X y u y 1.2 



Si l'on substitue dans cette dernière équation la valeur de t déve- 
loppée en série suivant les puissances ascendantes de t, savoir 






on obtiendra une valeur de a composée, comme on devait s'y attendre, 
de termes tous positifs, et respectivement supérieurs aux modules des 
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f(M-mos corrospondanls do la sério qui, on vertu do l'équation (5), 
roprésontorait le développement de la différence ni — co suivant les 
puissances ascendantes de ^ — t. Ajoutons que les séries comprises 
dans les seconds membres des formules (40» (^*^) "^ cesseront pas 
d'èlre converjjfontes, tant qu'on aura simultanément 

et 

<«) =<[>-5("*;)-ï(-^)-f('-3-:)--]s' 

a étant la plus petite valeur positive de « propre à vérifier l'équation 

'-' •'■ro-^')(-?ïO(-:i)-— ■ 

ou, ce qui revient au même, la plus petite racine positive de l'équation 

Lorsque le module t de / — t conservera une valeur assez petite pour 
que les conditions (44) soient satisfaites, la convergence de la série (iG) 
entraînera celle de la série (7), ou, en d'autres termes, la formule (4i) 
entraînera l'équation (5); et alors la somme de la série (7), c'est- 
à-dire la valeur de la différence o — co, déterminée par l'équation (5), 
vérifiera certainement l'équation (i), si d'ailleurs le module de cette 
'différence est inférieur a u, ce qui aura nécessairement lieu si l'on a 

(I7) '^>«. 

D'ailleurs, on peut s'assurer que l'équation (45) entraîne toujours 
la formule (47)- En conséquence, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème. — Supposons i inconnue vs assujettie : i^ à t'érijîer, quelque 

soit /, V équation 

DfCJ = ADxBJH-BDyCT-h. . .-hK, 
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dans laquelle A, B, . . . , K désignent des fonctions données de cette 
inconnue et des variables indépendantes jt, j', s, ...,/; 2" ri vérifier y 
pour / = T, la condition 

co étant une constante donnée. Soient d'ailleurs 

ï, H, ..., k 
ce que deviennent les fonctions 

A, B, ..., K, 
lorsque, après avoir réduit tà'zetxzàbi^on attribue aux quantités 

•2^» J'y -5, ..., t—-:, GT — r,) 

des accroissements imaginaires 

Xy J'y Zf ■ • . 9 ty 70. 

Supposons encore les modules de ces accroissements imaginaires repré- 
sentés par 

^9 y 9 ^t • • • 9 ^t *"^» 

et tellement choisis que y pour ces modules ou pour des modules plus petits y 

les fonctions 

A, B, ..., K 

restent fonctions continues des arguments et des modules des accroisse- 
ments dont il s'agà. Enfin, soient 

les plus grands modules des fonctions 

A, ÏÏ, ..., K 
correspondants aux modules 

\y y y Z, • • • » If '"^ 

des accroissements imaginaires 
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et nommons t le module de la différence t — "z. L'inconnue xs sera dévelop* 
pable, par la formule de Taylor, en une série convergente ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de la différence t — 'z, si le module i de 
t — ^ est assez petit pour que les conditions (/i3) et (44) se vérifient. Alors 
aussi, en arrêtant après un certain nombre de termes la série (7), cest- 
(i'dire le développement de u — iù suivant les puissances ascendantes de 
t — 'Z, on obtiendra un reste dont le module sera inférieur au reste corres- 
pondant de la série (lO), qui représente le développement de « suivant les 
puissances ascendantes de i. 

Si les fonctions 

A, B, ..., K 

ne renfermaient pas explicitement la variable /, on pourrait, dans le 
second membre de chacune des formules (12), supprimer le fac- 
teur r"'. Par suite, on devrait, dans les formules (32), (3:)) et (3G), 
remplacer 

i- '(0 " "(-I) 

par 

I 

-) t —T et V. 

s 

Par suite aussi, la condition (43) disparaîtrait, et Ton devrait, dans 
les formules (39), (40» (44)» poser 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la valeur o) de ct, cor- 
respondante k / = T, était une valeur constante. Pour ramener à ce cas 
particulier, et même au cas où Ton aurait (o = o, le cas général dans 
lequel a> serait représenté par une certaine fonction 

des variables indépendantes autres que la variable /, il suffira évidem- 
ment de remplacer l'inconnue xs par une autre inconnue équivalente 
à n — 0). 

Les principes que nous venons d'appliquer à l'intégration par série 
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d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles peuvent être 
évidemment étendus à Fintégration d'un système de semblables équa- 
tions, et, par suite, en vertu des observations faites dans le préam- 
bule de ce Mémoire, à l'intégration des équations non linéaires. C'est 
d'ailleurs ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre 
article. 

Nota. — Les équations aux dérivées partielles se réduisent sim- 
plement à des équations différentielles, quand les variables indépen- 
dantes se réduisent à une seule. En conséquence, les résultats de 
l'analyse que nous venoris d'exposer doivent comprendre ceux que 
nous avons obtenus dans le précédent Mémoire. C'est ce qu'il est aisé 
de reconnaître, en comparant les résultats avec les formules établies 
dans le Compte rendu de la dernière séance. 



171. 

Calcul intégral. — Mémoire sur VappUcaxion du calcul des limites 
à intégration d'un système d'équations aux dérivées partielles, 

C. R., T. XV, p. 85 (i8 juillet 1842). 

§ I. — Intégration d'un système d* équations linéaires. 

Comme, en augmentant, s'il est nécessaire, le nombre des incon- 
nues, on peut toujours réduire des équations aux dérivées partielles a 
des équations du premier ordre, nous considérerons seulement ici un 
système d'équations qui renferment, avec les variables indépendantes 

dont la dernière peut représenter le temps, certaines inconnues cy, 
CT<, ... et leurs dérivées partielles du premier ordre. Si d'ailleurs ces 
équations sont linéaires par rapport aux dérivées des inconnues, elles 

Œuvres de C, — S. 1, t. VII. 5 
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pourront être généralement présentées sous la forme 

/ D/CT — A DorCT -f- B Dyxn h- ... -h A» Dx^i -H B, D^o, -+-... -h K, 

(i) D,cî, = A'Dxcy-4-B'DyCT-h...-i-A',D:rBii + B;DyBi,-+-...4-K', 

l • • -^ » 

A, A', ..., B, B', ..., A|, A'^, ..., B^, B',, ..., K, K, ... étant des fonc- 
tions données de 

^f y» ^) • • •> ^» ^> ^1» • • •• 

Si ces mêmes fonctions s'évanouissent, les équations (i), réduites aux 
suivantes 

(2) D<BJ — O, D|CTi=:0, ..., 

donneront simplement 

(3) GT 1= Cl), cTi=ci)i, ...; 

les lettres w, co^ désignant les valeurs particulières de ct, cf^, ... cor- 
respondantes à une valeur particulière t de la variable /, c'est-a-dire 
des fonctions des seules variables a?, j, 5, ..., mais des fonctions que 
l'on pourra choisir arbitrairement. Si A, A', . . . , B, B', . . . , A^ , A'^ , ... 
cessent de s'évanouir, et si d'ailleurs, comme nous le supposerons ici, 
le nombre des équations (i) est égal à celui des inconnues, on pourra 
se proposer d'intégrer ces équations de manière que les conditions (3) 
continuent d'être vérifiées, non plus en général, mais seulement pour 
^ = T. On y parviendra, en effet, si le module t de la différence / — t 
ne dépasse pas une certaine limite, k l'aide de la méthode que nous 
allons indiquer. 

Considérons d'abord le cas où les valeurs particulières de cr, n,, . . . 
représentées par a>, (o,, . . . se réduisent a des quantités constantes. Si 
les valeurs générales de cr, CTi, ... sont développables en séries con- 
vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la diffé- 
rence / — T, ces développements seront, en vertu du théorème de 
Taylor, fournis par des équations de la formé 
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la valeur de I„ étant donnée par la formule 

D?BJ 



(5) l„ 



1 . 2 . . . /^ 



dans laquelle on devra déternïiner D"u k l'aide des équations (i), puis 
réduire, après les différentiations effectuées, / à t et o, cj,, . . . k a>, 

(o,, Or la valeur de D^ct, ainsi calculée, se composera évidemment 

de termes dont chacun sera le produit d'un nombre entier par des fac- 
teurs de la forme 

(6) DîDj... D{DSDS;...K, 

et par d'autres facteurs semblables, mais dans lesquels entreront, à la 
place de la lettre K, les lettres . 

A, A', ..., B, B', ..., Al, A',, ..., B|, Bj, ..., ..., K', .... 

Soit maintenant 

A, A', ..., B, B', ..., Al, A'i, ..., Bi, B'j, ..., ..., K, K', ... 

ce que deviennent les fonctions 

A, A, ..., B, B, ..., Al, Aj, ..., Bj, B,, ..., ..., It, K, ..., 
quand on attribue à 

^9 y* ^f •••» ^> ^> ^5^1» ••• 
des accroissements imaginaires 

dont les modules 

X, y, z, ..., i, u, u„ ... 

soient tels que, pour ces modules ou pour des modules plus petits, 

A, A', ..., B, B% ..., A|, A'i, ..., Bi, Bj, ..., K, K', ..., 
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restent fonctions continues des arguments et des modules des accrois- 
sements imaginaires dont il s*agit. Nommons 

Aï, A.V, ..., ..., AK, AK', ... 

les plus grands modules des fonctions 

A , A , . . . , . . . , K , K , . . . , 
correspondants aux modules 

X, y, z, ..., t, j, yj, ... 
des accroissements imaginaires 



Enfin concevons que, X, [jl, v, . . . désignant des quantités positives ar- 
bitrairement choisies, on nomme 



X le plus grand des rapports 



A A A A/ 



n I I A A . AB AB' 
iJl le plus grand des rapports -y-, ^ 



X, le plus grand des rapports -^ , '- — ' , . • 
iH>i le plus grand des rapports -y-î > - — ^- » • • 



Al/" A \ri 

9C le plus grand des rapports -^ > , 

A \L 



Des limites supérieures aux modules de l'expression (6) et des ex- 
pressions analogues seront données par des formules semblables à 
celles-ci 



(7) 



mod.D5DÎ!...D{DSDS;...K<N 



XDC 



x«'y^*. . .l'u'^u^i 
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la valeur de N étant 

N=:(i.2. . .^) (1.2 A). . .(1.2. . ./)(i.2. . .m)(i.2. . .m,) 

D'autre part, si l'on considère le cas particulier où la fonction K serait 
de la forme 

^ désignant une quantité constante; alors, en posant, après les diffé- 
rentiations 

on trouvera 

(8) DgD^■■D^DgDg;.■.K==N ^^^^^^_^^, ^_^^,^_^^,„^_^^,. -; 

et, pour déduire le second membre de la formule (7) du second 
membre de la formule (8), il suffira évidemment de poser dans 
celui-ci 

(9) a^z=i—\, j=: — y, ..., T = — t, wzn — y, 0)| = — u„ 

et, de plus, 

K = IKx-'y-' . . .r-»a)-' a)7^ . . = X3C, 

par conséquent 

K = oc j? V . . . TûJWi . . . , 

les valeurs de a:, j, . . ., t, (o, (o,, ... étant celles que donnent les for- 
mules (9). Cela posé, i étant toujours le module de / — t, veut-on 
trouver une fonction de t qui, développée par le théorème de Maclau- 
rin suivant les puissances ascendantes de i, fournisse une série de 
termes respectivement supérieurs aux modules des termes correspon- 
dants de la série 

(10) li(^-T), Iî(/--r)*, ..., 

à laquelle se réduirait, en vertu du théorème de Taylor, le développe- 
ment de la différence ci — œ? Il suffira évidemment de chercher la 
valeur particulière de cj — œ correspondante au cas où, dans les équa- 
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tions (i), on aurait simultanément 



A _A' 
X -y. 

B b; 



: a ar^y-^ ...<-' oj-' ht;' . . . , 

:b a:-'j-'.../-'lîT-'BT7"..., 



(••) 



^ = ^ =. . .= a,x-«:r-'. • .^-'o'-'o'T' • • •. 



B. _ b; _ 



. . .= &,a:-'j-». . .f-'oi-»nJ7' . . ., 



K k; 



..=rA a:-'j'-'...f-'ni-'oJ7'..., 
puis de remplacer dans cette valeur particulière les quantités 



^> /» • •> '^> w, Wm ...» a, b, a,, ^j, . . ., A- 

par leurs valeurs tirées des équations (9) jointes aux deux formules 



(12) 
(i3) 



a b 


ax bx k 


JL — «b"~* 


cAsj llbi cH 1 




^ — T = l. 



: Xy^* . .TWO)». . ., 



En opérant ainsi, on verra d'abord les équations (i) se réduire à celles 
que comprend la formule 



(i4) 



D/CJ D/Of __ aDa-GJ -h 6DyGJ 4-...-+-atD;cGi, -h ^,DyGJ, -h...-+- A: 



On aura donc, en premier lieu. 



xy , . AmfsSx' 



et, par suite, en assujettissant u, ct,, ... à vérifier les conditions (3), 
pour / = T, 

W — 0) lïTi — OJi 

-r---,x-- 

Nommons » la valeur commune de tous les rapports que renferme la 
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dernière équation ; on aura 

TS — G) Wi — Wi 

par conséquent 

(l5) m — a)=::X«, 7ïT| — a)i==:|JL8i, ...; 

et la formule (i4) donnera simplement 

Il reste à intégrer cette dernière, de manière que la condition 

(17) «:=:0, 

à laquelle les conditions (3) se réduisent, en vertu des formules (i5), 
se trouve vérifiée pour / = t. Or, sous cette condition, et en posant, 
pour abréger, 

on trouvera, par une analyse semblable à celle que nous avons déve- 
loppée dans le précédent Mémoire, 

(,8) 1 = ^y-p'" Lh) ^f\(,^9)D,Sde\ 

les valeurs de et de f(ô) étant 

,,^, i »=(-^)(-£»)■••■ 

puis, en intégrant l'équation (18) par rapport à / et à « considéré 
comme fonction de /, après avoir multiplié les deux membres par 







srff = D,«rff, 


on en conclura 






(-) i(i']-^'- 


/- 


rrf(«)rf«4- / 
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Si, dans les formules (19) et (20), on substitue les valeurs do 

X, y y z, ..., ty T, w, 0),, ..., a, 6, ..., a,, ^;„ ..., X 

fournies par les équations (9), (12) et (i3), on trouvera 
( « = (-=»)(-v?)- 

(22) ll(',-J^"'=:l:ry'^(«)^«-hy' y\(»-ô)D6erf^t/«|. 

Si, pour abréger, on pose 

(23) £ = l|^,_J^"\ 

£ sera développable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances de i, tant que Ton aura 

(•24) t<t. 

Supposons cette condition remplie, l'équation (22), résolue par rap- 
port à », offrira une racine positive qui pourra être elle-même déve- 
loppée par le théorème de Lagrange suivant les puissances ascen- 
dantes de £ et de i, si Ton a 

(25) ^^i|/ <*(«)^«-^- / / f(«-9)Doeé/8^0|, 
a étant la plus petite racine positive de l'équation 

(26) f(«)-H r f(« — 5)Doe6^5=:o. 

Il est d'ailleurs facile de prouver que cette dernière équation admettra 
effectivement une ou plusieurs racines positives inférieures au plus 
petit des rapports 

• ^ 0C\ <OCy u u, 

('-27) :: — ; ;; ' ^r~r% 7% ' •••> ^-> — > .... 

^ ^' A=.l. H- jJLicIo, -h. . . Alib -h |JLilH)|-h. . . A |1 
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En résumé, quand le module i de la différence / — t offrira une 
valeur assez petite pour que les conditions (24) et (25) se vérifient, 
Téquation (22) offrira une racine développable, par la formule de 
Lagrange, en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de £ ou même de t. Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus éta- 
blis, l'inconnue ct, ou même chacune des inconnues 

sera développable, par la formule de Taylor, en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de t, et les séries que Ton obtiendra 
en substituant le développement trouvé de s dans les seconds membres 
des équations (i5) se composeront de termes respectivement supé- 
rieurs aux modules des termes correspondants des séries qui repré- 
senteront les développements des différences 

Il est bon de remarquer que si, dans les équations (i), les fonc- 
tions 

A, A, ..., B, By ..., A|, A,, ..., Bj, B|, ..., ..., K, K , . . . 

cessaient de renfermer explicitement la variable /, la condition (24) 
disparaîtrait. Alors aussi on pourrait, dans les formules (22) et (25), 
réduire simplement à i le produit 



u(.-|)=, 



Nous avons supposé, dans ce qui précède, les valeurs initiales co, 
to,, ... des inconnues ct, ct,, ... réduites à des constantes. On peut 
aisément ramener à ce cas particulier le cas plus général où a>, a>i, ... 
seraient des fonctions données de ic, r, ^, ..., en substituant aux 
inconnues u, CT|, ... des inconnues nouvelles qui seraient égales aux 
différences 

ou à ces différences augmentées de quantités constantes. 

QFMvreê de C. — S. I, t. VII. G 
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On pourrait simplifier un peu les formules obtenues dans ce para- 
graphe en réduisant à l'unité chacune des constantes positives 

X, |x, V, ...; 

mais il est avantageux d'y laisser ces constantes indéterminées, afin 
de pouvoir en disposer, dans chaque cas particulier, de manière à 
augmenter autant que possible la limite supérieure au module i. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons observer que si, dans les 
équations (r), l'on réduit à zéro les fonctions 

A, A', ..., B, B', ..., A„ a;, ..., B„ b;, ..., 

sans faire évanouir K, K, . . . , on obtiendra simplement les équations 
différentielles 

Alors aussi la seconde des formules (21) donnera 

f(9)='; 

et si Ton prend 

X = AK, /x = AK', 

on pourra supposer encore 

Cela posé, l'équation (26) étant réduite à 

la plus petite racine positive a de cette même équation sera égale au 
plus petit des rapports 

et, à la place des formules (22), (25), on obtiendra les suivantes : 

"(-o"'=r(-^)(-£')--' 

.<r-(.-^)(,-i;.)....». 
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On se trouvera ainsi ramené, pour un système d'équations différen- 
tielles, aux formules déjà obtenues dans un précédent Mémoire. 

§ II. — Application du calcul des limites à l'intégration 
des équations auxiliaires. 

Considérons maintenant des équations aux dérivées partielles qui 
ne soient pas linéaires, et supposons d'abord que ces équations soient 
du premier ordre; elles renfermeront, avec les variables indépen- 
dantes 

Xj y^ 5, . . . , ^, 

et les inconnues 

leurs dérivées du premier ordre 

Dx^, DyZîJ, ••*, D<®» ^x^u Dy^i» •••» ï^/^i» ••• 

et pourront être généralement résolues par rapport aux dérivées 

D^ztT, D/^1, .... 

Si, en vertu des équations données, les valeurs générales de ces der- 
nières s'évanouissaient, alors, ces équations pouvant être réduites aux 
suivantes 

(l) D^GJzzrO, D/?ïyi=:0, ..., 

leurs intégrales seraient de la forme 

0), 0),, ... désignant des fonctions des seules variables a;, j, 5, . . . , et 
l'on pourrait d'ailleurs choisir arbitrairement les valeurs initiales de 
CT, a,, ... représentées par ^^^^^ — Si les équations données ne se 
réduisent pas aux formules (i), leurs intégrales ne seront plus repré- 
sentées par les formules (2), mais on pourra se proposer d'intégrer 
ces équations de manière que les formules (2) se vérifient, pour une 
valeur particulière de ty par exemple, pour / = t. On y parviendra, on 
effet, à l'aide de l'analyse que nous allons indiquer. 
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Considérons, en premier lieu, le cas où les équations données se 
réduisent à une seule; celle-ci sera de la forme 

(3) F(a:,j, . . ., ^ «y, D;.TiJ, D^cj, ...,DxTij) = o, 

et il s'agira de l'intégrer de manière que, pour / = i, on ait 

(4) «y = w, 

(0 étant une fonction donnée quelconque de x, y, z, Or, à l'équa- 
tion (3), qui n'est pas linéaire, on peut substituer la formule 

(5) F{x,y, ,..,t,w,p,g, ...,5) = o 
jointe au système des équations 

(6) p = ï>^tn, q^=iDyJS5, ..., 5 = D/GT, 

qui sont toutes linéaires par rapport aux dérivées qu'elles renferment. 
Il y a plus, si a n'entre pas explicitement dans la formule (5), c'est- 
à-dire si cette formule se réduit à 

alors, pour réduire le problème à la détermination des seules incon- 
nues /?, y, ..., 5, il suffira de joindre à la formule (7) celles que 
fournit l'élimination de vs entre les équations (G), ou, ce qui revient 
au même, les conditions d'intégrabilité de la formule 

(8) dw^=^pdx -^qdy -^, , ,-\-sdty 

et de substituer en même temps a la condition (4) le système des con- 
ditions 

(9) ;? = D;rW, 7 = DyCo, ..., 

qui devront toutes se vérifier pour / = t. D'ailleurs, parmi les condi- 
tions d'intégrabilité de la formule (8), les unes, savoir 

(ro) D,/?=:Da:.Ç, htq — l^ys, 

renfermeront les dérivées de /?, q, ... relatives à /, tandis que les 
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autres, savoir 

(11) Dyp = T)^ç, ..., 

renfermeront seulement les dérivées de/?, y, . . • relatives di x, y, ...; 
et il est clair que, après avoir éliminé s des équations (lo) à l'aide de 
la formule (7), on obtiendra, entre les seules inconnues 

des équations qui seront linéaires par rapport aux dérivées de ces 
inconnues. Donc, pour intégrer ces équations de manière à remplir 
les conditions (9), il suffira de recourir a la méthode exposée dans le 
§ I*'. Mais on peut demander si, cette intégration étant effectuée, les 
valeurs trouvées de/?, q, ... vérifieront les formules (i i). Or on peut 
affirmer qu'il en sera ainsi. En effet, les formules (9) et (10) étant 
vérifiées, on aura : i** pour ^ = t, 

par conséquent 

(12) Dy/? — D:r^ = o; 



2^ quel que soit /, 
par conséquent 



DyDip = DxDy5 = T^xl>tg, 



(i3) D,{Dyp^D^q) = o, 

et il suffit d'intégrer par rapport à / la formule (i3), en ayant égard à 
la condition (12), pour retrouver immédiatement la première des for- 
mules (11). Chacune des formules (ii) pouvant être ainsi retrouvée, 
chacune d'elles sera nécessairement vérifiée par les valeurs de 

p, g, ... 

que l'on tirera des équations (7) et (10) jointes aux conditions (9). 
D'ailleurs, les valeurs de/?, y, ... étant connues, celle de s et celle de 
l'inconnue a seront immédiatement fournies par l'équation (7) et par 
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la dernière des formules (6), de laquelle on tirera 



(i4) 



CJ — 0) zz: / sdl. 



Si le premier membre de Téquation aux dérivées partielles qu'il 
s'agit d'intégrer renfermait implicitement l'inconnue u, c'est-à-dire si 
l'équation (5) cessait de se réduire à la formule (7), on pourrait cher- 
cher à exprimer 

/?, q, . . . , s y 

non plus seulement en fonction de a?, j, 5, . . . , ^ mais en fonction de 

^> y> -, . . . • ^ cj. 
Alors, à la place des formules (10), on obtiendrait évidemment celles-ci 

(l3) liip-^sl^^p=z\)xS-\-p\)xsSy D<7 4-5DB,<7 = Dj.5-h^Dcj5, ..., 

et pour trouver les valeurs des inconnues 

considérées comme fonctions de or, j^, 5, ..., /, cy, il suffirait d'appli- 
quer la méthode d'intégration exposée dans le § I aux équations (i5), 
après en avoir éliminé s à l'aide de la formule (5), et en assujettissant 
les inconnues p, g, ... k vérifier, pour ^ = t, les conditions (9). Les 
valeurs de/?, y, ... étant calculées, celle de s se déduirait de la for- 
mule (7); et, en la substituant dans la dernière des formules (6), on 
verrait celle-ci se réduire à une seule équation différentielle entre cr 
et /. En intégrant cette équation difTérentiellc de manière a vérifier la 
condition (4), on obtiendrait immédiatement la valeur de l'in- 
connue cy. 

Nous venons d'examiner le cas particulier où les équations données 
se réduisent à une seule équation du premier ordre. Passons mainte- 
nant au cas plus général où l'on donne plusieurs équations du premier 
ordre entre les variables indépendantes 

ÛT, Y, z, .... / 
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hl 



et les inconnues 



XJSf VSif 



Si l'on pose, pour abréger, 






5 =D/nT, 



CCS équations seront de la forme 

(i6) F(^, j, z, ..., t, cj, cji . . ., /?, g, . .., .î, /?,, <7i, . . ., 5,, . . .)==o> • • •» 

ou même plus simplement de la forme 

(ï7) F(JT,/, 5, ..., t,p, 7, ..., 5,/?,, 7„ ..., 5„ ...) = o, ..., 

lorsqu'elles ne renfermeront pas explicitement les inconnues. Or, on 
raisonnant comme ci-dessus, on intégrera facilement le système des 
équations aux dérivées partielles (i6) ou (17), de manière à vérifier 
les conditions (2). En effet, pour intégrer, sous ces conditions, le 
système des équations (17), il suffira d'intégrer le système des équa- 
tions linéaires 

après avoir éliminé 5, 5,, ... à l'aide des formules (17), et en assujet- 
tissant les inconnues 

p» Çf .•» Pl9 Çlf ••• 

à vérifier, pour / = t, les conditions 
puis de déterminer 



5, 5i 



à l'aide des formules (17), et 



Wf CJi, 



à l'aide des équations différentielles 



(20) 



D/CT = 5, D/Byi=:5,, 



Digitized by 



Google 



48 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

desquelles on tirera immédiatement 



(21) w 



— W:^/ Sdtf CTi— Ci)|=/ Stdl, 



Si, à la place des formules (17)» on donne à intégrer les formules (16), 
alors, en considérant 

Pf Çf ••.» Pif Çu ... 

comme des fonctions de 

^9 y» ^f ..•> i> CT, cj,, ..., 
on devra aux formules (19) substituer les suivantes 

(22) DtP 4- s DcjP -t- 5, Dcj.p ■+■ . . .= Dx* -hp BrjS 4-/?, DBy,5j4-. . . , 

• ••> 

et les valeurs des inconnues cy, ct,, ... se déduiront, non plus des for- 
mules (21), mais seulement des formules (20), c'est-à-dire d'un sys- 
tème d'équations différentielles simultanées, que l'on devra intégrer 
en assujettissant les inconnues u, cy,, ... à vérifier, pour / = ':, les 
conditions (2). 

Nous venons de voir que, pour réduire l'intégration des équations 
non linéaires, mais du premier ordre, à l'intégration des équations 
linéaires, il suffisait de substituer aux inconnues données des incon- 
nues nouvelles dont le nombre était plus considérable. A l'aide du 
même artifice de calcul, on pourra réduire l'intégration des équations 
d'ordres supérieurs à l'intégration d'équations du premier ordre. 
Ainsi, par exemple, étant donnée, entre les variables indépendantes a-, 
/ et l'inconnue a, une équation du second ordre, qui ne renferme pas 
explicitement cette inconnue, et qui par conséquent soit de la forme 

(23) F(a:, t, D^CJ, D/GJ, D^o, D^D^gj, DJo) = o, 

veut-on intégrer cette équation de manière à remplir, pour / = t, les 
conditions 

(24) ©=:&), D|W =:&)', 
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0), co' désignant deux fonctions données de a?? Il suffira de poser 

puis d'intégrer les équations du premier ordre 

(25) F(^, /, p, s, DxP, DxSf Dts) — o, D^/> = \^xS, 

de manière à vérifier, pour / = t, les conditions 

(26) p:^\}^(ùy S=2(ù'f 

et enfin de déterminer l'inconnue vs à l'aide de l'équation 

de laquelle on tirera immédiatement 

0) = 1 sdt. 



xs- 



Au reste, on peut, dans tous les cas, et sans changer le nombre des 
variables indépendantes, remplacer un système d'équations aux déri- 
vées partielles d'ordre quelconque entre les inconnues ct, ct,, ... par 
un système d'équations du premier ordre qui soient linéaires au 
moins par rapport aux dérivées de ces inconnues et des inconnues 
nouvelles que l'on introduit dans la formule. Pour y parvenir, il suffît 
de représenter par une nouvelle lettre chacune des diverses dérivées 
de CT, CT,, ... qui sont contenues dans les équations proposées, en joi- 
gnant même à ces dérivéqs celles des ordres inférieurs, puis de prendre 
pour nouvelles inconnues toutes les quantités représentées par les 
lettres nouvelles, et de considérer les équations proposées comme des 
équations finies qui serviront à déterminer quelques-unes de ces incon- 
nues en fonction des autres dont les dérivées relatives à l deviendront 
les premiers membres des équations linéaires qu'il s'agissait d'ob- 
tenir. C'est ce que nous expliquerons plus en détail dans un autre 
Article. 



OEuvres r^e C. — S. I, t. VII. 
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172. 

C.ALCIIL INTÉGRAL. — Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équations 
différentielles ou aux dérivées partielles, et sur les développements de ces 
intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un 
paramètre que renferment les équations proposées . 

C. R., t. XV, p. loi (i8 juillet 1842). 

Dans les précédents Mémoires, nous avons développé les intégrales 
d'un système d'équations différentielles ou aux dérivées partielles en 
séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un accroisse- 
ment attribué k une variable indépendante qui, dans les questions de 
Mécanique, peut être censée représenter le temps. Souvent il arrive 
que les séries de cette espèce restent convergentes, même au bout d'un 
temps considérable; mais alors, le plus ordinairement, on est obligé, 
pour obtenir un degré suffisant d'approximation, de calculer un très 
grand nombre de termes, et ce nombre croît sans cesse avec le temps, 
ce qui rend les calculs de plus en plus difficiles. On peut éviter cet 
inconvénient, dans beaucoup de cas, en développant les intégrales, 
non plus suivant les puissances ascendantes d'un accroissement attri- 
bué a l'une des variables indépendantes, mais suivant les puissances 
ascendantes d'un paramètre que renferment les équations données, ou 
même suivant les puissances ascendantes d'un paramètre que l'on 
introduit arbitrairement dans ces équations, sauf à lui attribuer plus 
tard une valeur numérique déterminée, en le réduisant, par exemple, 
à l'unité. Ainsi, en particulier, s'agit-il d'intégrer les équations diffé- 
rentielles du mouvement des planètes, on pourra multiplier les masses 
de ces astres, qui sont très petites relativement à la masse du Soleil, 
par un même facteur a, comme je l'ai fait dans le Mémoire de i83i, 
puis développer les valeurs des inconnues suivant les puissances 
ascendantes de a, et poser, après les intégrations, a = i. Alors les 
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approximations des divers ordres fourniront des termes représentés 
par des intégrales définies des divers ordres et respectivement propor- 
tionnels aux diverses puissances des masses. 

En général, si les équations données, étant réduites a des équations 
du premier ordre, sont présentées sous une forme telle que leurs pre- 
miers membres soient précisément les dérivées des inconnues relatives 
au temps, et si, dans ce cas, on développe les valeurs des inconnues 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d'un paramètre 
avec lequel les seconds membres des équations s'évanouissent, les di- 
vers termes des séries obtenues seront représentés par des intégrales 
définies des divers ordres, et le calcul des limites fournira encore les 
conditions de la convergence des séries, avec les limites des erreurs 
que l'on commettra en arrêtant ces séries après un certain nombre de 
termes. La recherche de ces conditions et de ces limites est l'un des 
principaux objets de mon nouveau Mémoire. 

Je ferai, en terminant cet Article, une remarque importante. Lors- 
qu'en Astronomie on intègre les équations des mouvements planétaires 
par la méthode ci-dessus rappelée, alors, dans la détermination des 
éléments elliptiques, les approximations successives, et même l'ap- 
proximation du premier ordre, qui a pour objet la recherche des 
quantités proportionnelles à la première puissance des masses des 
planètes, introduisent dans les intégrales des termes séculaires, c'est- 
k-dire proportionnels au temps. Il était donc k désirer que l'on pût 
effectuer les développements des intégrales en séries de manière k 
éviter cette introduction. lîn m'occupant de cet objet, je suis encore 
parvenu k des résultats qui me paraissent dignes de quelque attention, 
et que j'exposerai dans un nouvel Article. 
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173. 

Calcul intégral. — Mémoire sur les systèmes d'équations aux dérivées 
partielles d'ordres quelconques, et sur leur réduction à des systèmes 
d'équations linéaires du premier ordre. 

C. K., t. XV, p. i3i (25 juillet i84i). 

Considérons d'abord une seule équation aux dérivées partielles entre 
l'inconnue rs et plusieurs variables indépendantes 

^» 7» 5» •••» t^ 

dont la dernière pourra représenter le temps. Si cette équation est du 
premier ordre, elle sera de la forme 

(i) F(j7,j, ...,f,?ij, D^GJ, Dye, ...,D|Ci)=:o, 

et pourra être généralement résolue par rapport à la dérivée D^ ct. Si la 
même équation se réduisait simplement à 

(2) D,e = o, 

on la vérifierait en prenant 

(3) w=:a), 

0) désignant une fonction des seules variables ^r, j, . . . , qui pourrait 
d'ailleurs être choisie arbitrairement. Si l'équation (i) ne se réduit 
pas à la formule (2), son intégrale ne pourra plus être représentée par 
la formule (3);. mais alors on pourra se proposer d'intégrer l'équa- 
tion (i), de manière que la condition (3) soit vérifiée pour une valeur 
particulière de t, par exemple, pour ^ = t. D'ailleurs, pour intégrer 
l'équation (i), jointe à la condition (3), il suffira d'intégrer un sys- 
tème d'équations qui seront linéaires au moins par rapport aux déri- 
vées des inconnues, de manière à vérifier plusieurs conditions de la 
même espèce. C'est en effet ce que Ton peut démontrer comme il suit. 
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Représentons par une seule lettre chacune des dérivées que ren- 
ferme l'équation (i), et posons en conséquence 

(4) p = l)xfs, (/z=zDyïnf ..., 5z=D/nj. 
L'équation (i), réduite à 

(5) F(j?,7,5, ...,^e,/>,i7, ...,5)=zo, 

renfermera, outre les variables indépendantes a?, j, . .., /, les quan- 
tités variables 

^f Py Çf • • ? *» 

qui pourront être censées représenter des inconnues, dont l'une s sera 

liée aux autres 

BJ, /?, 7, ... 

par cette même équation. D'ailleurs, si l'on différentie par rapport à t 
ces dernières inconnues, les dérivées que l'on obtiendra, .savoir 

« 
Dtm, T>tPf ^tÇ, ..., 

pourront être exprimées par la fonction s et par ses dérivées relatives 
à a?, j, 5, ... ; car on aura évidemment 

(6) Dt^^^S, ï)fp=z\)j.s, Dtq=:DyS^ 

Or, si l'on élimine s des équations (6) à l'aide de la formule (5), on 

obtiendra immédiatement, entre les variables indépendantes x, y, . . . , 

/ et les inconnues 

CJ» Pf Çf • • . » 

un système d'équations qui seront linéaires au moins par rapport aux 
dérivées des inconnues. J'ajoute que, si l'on intègre ces équations 
linéaires de manière à vérifier, pour / = t, la condition (3) et pas 
conséquent les suivantes 

(7) BJ = a>, /? = Dj.o), 7 — Dyco, ..., 

l'équation (i) se trouvera par cela même intégrée, attendu que les 

valeurs trouvées de 

m, p, q, ... 
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vérifieront, non seulement l'équation (i), mais encore les formules (4). 
Or, effectivement, la dernière des formules (4) coïncide avec la pre- 
mière des équations (6), et Ton tire de ces équations 

puis, en intégrant par rapport à /, et ayant égard aux conditions (7), 
que Ton suppose vérifiées pour / = t, on trouve précisément 

p = DxGT, (J := DyCT, .... 

Considérons maintenant une équation linéaire de l'ordre n entre les 
variables indépendantes j?, j, . . . , / et l'inconnue n. Dans le cas le 
plus général, cette équation renfermera toutes les dérivées partielles 
de CT d'un ordre égal ou inférieur à n, et sera par conséquent de la 
forme 

(8) F(jr,7, . . ., ^GJ, Dxtn, DyCT, . . ., D/cr, DJcj, D^pDyCj, . . .,D?Tîy) = o. 
Si cette même équation résolue par rapport à / se réduisait à 

(9) D?CTrzzo, 

on le vérifierait en prenant 

(10) in r^ G) -^ f.,'-~- H- 0/ {illl)l ^ . . . -^ c^in-i) (t-T)'^-' ^ 

I 1.2 I . 2 . . . ( /l — I ) 

T désignant une valeur particulière de /, et 

les valeurs correspondantes de 

Ajoutons que la valeur de nr, déterminée par la formule (10), a évi- 
demment la double propriété de vérifier, quel que soit /, l'équa- 
tion (9), et pour / = T, les conditions 

(11) w=:w, D,nj=:co', D/w = &)", ..., D;'-»gj=z6)^'»-*î. 
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D'ailleurs, dans la formule (lo), 

a>, 0)', 0)", .... wf«-*> 

peuvent être des fonctions données quelconques des seules variables 

X, y, .... 

Si l'équation (8) ne se réduit pas à la formule (9), on pourra se 
proposer encore de l'intégrer de manière à vérifier les conditions (i i). 
D'ailleurs, p()ur y parvenir, il suffira d'intégrer un système d'équa- 
tions linéaires, de manière à vérifier diverses conditions semblables 
aux conditions (ii), et en opérant comme il suit. 

Posons 

(12) 5=:D?W, 

représentons encore par diverses lettres 

celles des dérivées de cr qui peuvent être renfermées généralement 

avec s dans l'équation (8), et prenons pour inconnues les quantités 

variables 

w, />, 7, . . . , 5. 

L'équation (8), réduite à la formule 

(i3) F(a?,7, ...,^w,j9,7, ...,.ç)--o, 

pourra être considérée comme propre a exprimer l'inconnue s en fonc- 
tion des autres 

w, p, g, ... 

et des variables indépendantes. D'ailleurs, les lettres 

désignant deux quelconques des inconnues 

w, i>, 7» •••» ^1 
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la valeur de D^m sera déterminée par une équation de la forme 

(i4) . D,w = r, 

si u représente une dérivée de cy d'un ordre inférieur à /î, et par une 
équation de l'une des formes 

(i5) D,w=:Dxr, D|« = Dyis 

si u représente une dérivée de nr de Tordre /z, mais distincte de s. Cela 

posé, il est facile de s'assurer que, pour intégrer l'équation (8) de 

manière a remplir les conditions (ii), il suffira d'intégrer le système 

des équations linéaires qui se présentent sous les formes (i4) et (i5), 

après en avoir éliminé s à l'aide de la formule (i3), et en assujettissant 

les inconnues 

GJ, /?, <7, ... 

à vérifier, pour t = 'z, les conditions qui se déduisent des formules (i i). 
Ainsi, en particulier, l'équation proposée aux dérivées partielles est- 
elle une équation du second ordre entre l'inconnue ci et deux variables 
indépendantes Xj t, ou, en d'autres termes, cette équation est-elle de 
la forme 

(i6) F(a-, /, GT, D;c?iJ, D^GJ, D*cj, D^D|GJ, D?iït) ^ o, 

et s'agit-il d'intégrer cette équation de manière que, pour / = t, on ait 

(17) «1=03, D/GT:=Go', 

0), co' désignant deux fonctions de x, on posera 

1 p zzr. D^W, q =: D^TÏT, 

(18) 

( u^zD^TSy r = Dj.D/Gy, s = D?nj, 

ce qui réduira l'équation (16) k 

(19) F(J7, ^Gi,/?,7, «, r, 5) = o; 

puis, après avoir déduit des formules (18) les équations 

/ D^nj = /7, 

(ao) < Dtpz=zv, Diq — s, 
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et des formules (17) les conditions 

on éliminera s des équations (20) k l'aide de la formule (19), et on 
intégrera ces équations de manière que les inconnues 

ÏÏT, /?, <7, W, V 

vérifient, pour / = t, les conditions (21). Or, pour prouver que cette 

intégration entraine celle de Téquation (16), il suffit de faire voir que 

les valeurs trouvées de 

p, q> «» t' 

auront avec les valeurs trouvées de ct les relations indiquées par les 
formules (18). Effectivement, on tire : i*' des formules (20), 

puis, en intégrant par rapport à /, et ayant égard aux conditions (21), 

(22) u:=Dj:P, (♦ = 0;^^; 

2** des formules (20) et (22), 

puis, en intégrant par rapport à t, et ayant égard aux conditions (21), 

(23) /? = Da.CJ. 

D'ailleurs, les formules (20), (22), (23) entraînent immédiatement 
les formules (18). On peut remarquer, en outre, que parmi les condi- 
tions (21) se trouvent précisément comprises les conditions (17). 

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prou- 
verait généralement que les équations linéaires de la forme (i4) ou 
(iji), quand on les joint aux conditions déduites des formules (n), 
entraînent toutes les relations établies entre l'inconnue 17 et les autres 
inconnues 

OKuvres de C. — s. \,l.y\\. 8 
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par les formules mêmes qui servent à définir ces dernières inconnues, 
quand on passe de Tcquation (8) h la formule (i3). Donc, comme 
nous l'avions annoncé, pour intégrer Téquation (8) de manière que 
l'inconnue CT vérifie, pour / = t, les conditions (ii), il suffira d'inté- 
grer, sous les conditions correspondantes à celles-ci, les équations 
linéaires comprises sous les formes (if\) et (i5). 
Concevons maintenant que plusieurs inconnues 

cj, w,, ... 
soient liées aux variables indépendantes 

la première par une équation de l'ordre w, la seconde par une équa- 
tion de l'ordre w,, . . . , et assujetties à vérifier chacune des conditions 
semblables aux conditions (ii). Il est clair que, en raisonnant tou- 
jours de la même manière, on réduira l'intégration de ces diverses 
équations à l'intégration d'un système d'équations linéaires du pre- 
mier ordre. Ajoutons que la même réduction pourra évidemment 
s'opérer encore de la même manière et à l'aide des mêmes formules, 
si les inconnues nr, nr,, ... se trouvent, non plus séparées, mais, au 
contraire, mêlées les unes avec les autres dans les diverses équations 
données. Donc, l'intégration d'un système quelconque d'équations 
aux dérivées partielles d'ordres quelconques peut être généralement 
réduite a l'intégration d'un système d'équations du premier ordre dont 
chacune soit linéaire, au moins par rapport aux dérivées partielles des 
inconnues. 

Nous remarquerons, en finissant, que, si les variables indépendantes 
se réduisent à une seule, le système des équations proposées se chan- 
gera en un système d'équations différentielles. Donc encore, comme 
on le savait depuis longtemps, l'intégration d'un système d'équations 
différentielles d'ordres quelconques peut toujours être réduite à l'in- 
tégration d'un système d'équations différentielles du premier ordre. 
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174. 



Calcul des limites. — Note sur divers théorèmes relatifs au calcul 

des limites. 

C. R., T. XV, p. i38, a5 juillet 1842. 

Dans le calcul des limites, pour obtenir des limites supérieures aux 
modules d'une fonction et de ses dérivées, on commence par attribuer 
aux diverses variables des accroissements imaginaires et par cher- 
cher le plus grand module de la fonction correspondant à des mo- 
dules donnés de ces accroissements. Toutefois, les accroissements 
donnés, ou plutôt leurs modules, ne doivent pas être choisis arbi- 
trairement : ils doivent remplir une certaine condition, ils doivent être 
tels que la fonction, venant à varier avec ces accroissements, ne cesse 
pas d'être continue. 

En Mathématiques, on nomme virtuelles des quantités assujetties ii 
remplir certaines conditions qui tiennent à la nature même des pro- 
blèmes que Ton veut résoudre. Ainsi, par exemple, s'agit-il d'obtenir 
les lois d'équilibre ou de mouvement de corps ou de points matériels 
assujettis à des liaisons données? On nomme vitesses virtuelles celles 
qui sont compatibles avec ces liaisons, ou, en d'autres termes, celles 
que les divers points peuvent acquérir dans des mouvements que 
comportent les données de la question. S'agit-il, au contraire, de dé- 
velopper des fonctions en séries, alors, comme nous l'avons remar- 
qué, la possibilité du développement, ou la convergence des séries, 
dépend de la continuité des fonctions. Cela posé, dans les thjéoremes 
relatifs à la continuité des fonctions, et par suite dans le calcul des 
limites, des accroissements attribués aux variables que les fonctions 
renferment devront être naturellement appelés ojccroissements virtuels, 
s'ils sont tels que les fonctions ne cessent pas d'être continues. Nous 
adopterons désormais cette locution pour simplifier les énoncés des 
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théorèmes. En conséquence, étant donnée une fonction 

de plusieurs variables x, y, :;, nous appellerons accroissements virtuels 
des accroissements réels ou imaginaires attribués à ces mêmes va- 
riables et tellement choisis que la fonction, altérée par ces accroisse- 
ments, ne cesse pas d'être continue. Pareillement, nous appellerons 
modules virtuels les modules 

X, y, ..., t 

d'accroissements imaginaires 

X, ^v, • • • , *» 

attribués aux variables 

«^» ^» • • • » *» 

ot tellement choisis que, pour ces modules ou pour des modules plus 
petits, 

reste fonction continue des arguments et des modules des accroisse- 
ments imaginaires a?, j, ...,/. Enfin, pour abréger, nous appellerons 
module virtuel de la fonction K le plus grand des modules de K corres- 
pondants à des modules virtuels donnés des accroissements a?, j, . . . , /. 
Ces définitions étant admises, le théorème fondamental que nous 
avons établi dans la séance du 27 juin dernier (*) peut s'énoncer de 
la manière suivante : 

Théorème I. — Etant donnée une fonction de plusieurs variables, pour 
obtenir une limite supérieure au module d'une dérii^ée quelconque de cette 
fonction^ il suffit de chercher les valeurs particidiéres qu'acquiert cette dé- 
riçécy dans le cas où la fonction devient réciproquement proportionnelle à 
toutes les variables, puis de remplacer, dans le résultat trouvé, chaque 
variable prise en signe contraire par le module virtuel d'un accroissement 

( ») Œuvres de Cauc/tr, S. I, T. VI, p. 461. — Extrail n» 167. 
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imaginaire attribue à cette variable, et la fonction elle-même par son mo- 
dule iHrtuel, 

Corollaire I. — Si Ton supposait la valeur particulière de la fonc- 
tion donnée réciproquement proportionnelle, non à chacune des va- 
riables, mais a la différence qui existe entre chaque variable et le 
module virtuel de son accroissement, alors, au lieu du théorème I, on 
obtiendrait évidemment la proposition suivante : 

Théorème II. — Étant donnée une fonction de plusieurs variables, 
pour obtenir une limite supérieure au module d'une dérivée quelconque de 
cette fonction, il suffit de chercher la valeur particulière qu acquiert celte 
dérivée dans le cas où la fonction devient réciproquement proportionnelle 
à la différence qui existe entre chaque variable et un module virtuel d*iui 
accroissement imaginaire attribué à cette variable; puis de remplacer dans 
le résultat trouvé la fonction par son module virtuel^ en réduisant chaque 
variable à zéro. 

Le théorème I entraine encore évidemment la proposition suivante : 

Théorème III. — Étant donné un polynôme dont chaque terme est le 
produit des dérivées ^ de divers ordres, d'une ou de plusieurs fonctions de 
certaines variables, pour obtenir une limite supérieure au module de ce 
polynôme, il suffit de cherclier la valeur particulière qu'il a^cquiert, dans 
le cas où chaque fonction devient réciproquement proportionnelle à toutes 
les variables dont elle dépend, puis de rempUicer, dans le résultat trouvé, 
chaque variable par le module virtuel d'un accroissement imaginaire attri- 
bué à cette variable, et chaque fonction par son module virtuel. 

Corollaire. — Si le polynôme donné élait réel et renfermé sous le 
signe y dans une intégrale définie, réelle et multiple, dont- chaque 
élément infiniment petit serait affecté du même signe que le polynôme 
lui-même, et si, d'ailleurs, le polynôme ne contenait pas de dérivées 
partielles, prises par rapport aux variables auxquelles les intégrations 
seraient relatives, alors, pour obtenir une limite supérieure au module 
de l'intégrale multiple, il suffirait évidemment de calculer, à l'aide du 
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théorème précédent, une limite supérieure au module du polynôme, 
considéré comme une fonction des autres variables, en attribuant aux 
modules virtuels des fonctions dont les dérivées entreraient dans 
chaque terme les plus grandes valeurs que ces modules pourraient 
acquérir entre les limites des intégrations; puis de multiplier la limite 
supérieure au module du polynôme par la quantité positive h laquelle 
se réduirait l'intégrale, si le polynôme se réduisait à Tunité. 



175. 

(Calcul i>'Tègral. — Mémoire sur les intégrales des systèmes d'équations 
différentielles et aux dérivées partielles, et sur le développement de ces 
intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d*un 
paramétre que renferment les équations proposées. 

C. R., T. XV, p. i4i (î»5 juillet i84a). 

Analyse. 

Considérons d'abord une seule équation différentielle du premier 
ordre entre les deux variables ic et/, dont la dernière, regardée comme 
indépendante, peut être censée représenter le temps; et supposons 
que cette équation renferme, avec x, t et D^Xy un certain paramètre a. 
Si on la résout par rapport à x, elle prendra la forme 

Si d'ailleurs on nomme $ la valeur particulière de x correspondante à 
/ = T, ou, ce qui revient au même, si l'on assujettit l'inconnue x à 
vérifier, pour / = t, la condition 

(2) ^ = ê, 

la valeur générale de cette inconnue sera complètement déterminée. 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT No 175. 63 

et Ton pourra essayer de la développer, non seulement en une série 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de la différence / — t, 
mais aussi en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
du paramètre a, sauf à démontrer ensuite, à l'aide du calcul des limites, 
que la série obtenue est convergente, du moins sous certaines condi- 
tions, et représente alors l'intégrale cherchée de l'équation (i). Or le 
développement de l'inconnue x en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de a se déduira aisément du théorème de Mac- 
laurin, si le second membre X de l'équation (i) s'évanouit avec le pa- 
ramètre a. Alors, en effet, on tirera de l'équation (i), en posant a = o, 



D<:r =: o, X'. 






et par suite le théorème de Maclaurin donnera 

(3) ^ = $-+-Iia4-I,a»H-..., 

la valeur de ï;, étant déterminée par la formule 

dans laquelle on devra poser, après les différentiations,a = () ^\x = \. 
D'ailleurs, X étant une fonction donnée de 

on tirera successivement de l'équation (i) 

D<DaX = DaX -H D;,X Da^, 

D,D»x - DâX -+- 2DaD;,X Daor + D» X {Js^xy -h D^X DJx, 

D.Dix = DàX -h 3DâD;,X Da^r -h 3 DaDJX (I)ax)«-^ DiX(Da^)' 
-f- 3DaD;^X Dâ^ -h 3DiX Da^ \S\x 4- D^X Dî^ , 

•.... t 

puis, en posant a == o, et par suite 

X = o, D^X=o, DiXzno, DiXi^o, 
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on en conclura 



(5) 



D,D«a: = D«X, 

D,Dâa: = DJX + 2D«D,X D«a-, 

D,Dâa: = DSX + SDJDxX l^x -H 3DaDiX(D«jr)'4- 3D„D;cX Dix, 



Or, par des intégrations successives et relatives à t, on déduira aisé- 
ment des formules (5) les valeurs de 

Da.r, Dâx, Dâx, ..., 

par conséquent la valeur de Ulcc; puis, en posant a = o, x = ^, et 
ayant égard à l'équation (4)> la valeur générale de l„. Ajoutons que, 
pour satisfaire à la condition (2), il suffira d'assujettir les valeurs de 

Dax, Dix, Dâx, ..., 

fournies par l'intégration, des équations (5), à s'évanouir pour / = t. 
En opérant ainsi, on trouvera successivement 

t)lx=r DSXrff-t-2 f DaD,XD«xrff, 

(6) l r' r' 

Dix= DiXdc + Z DÎDxXDaxrff 

+ 3 r [D„DiX(D„ar)» + DaD,XDâar]rff, 
puis, en nommant 

X', x% x^ 

ce que devient la fonction X quand on y remplace la variable t par de 
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nouvelles variables /', t\ t\ . . . , on tirera des équations (6) 

-^'^ f f f ^0Li>lX'iyaX'l^aT^'"dt'dt'dt"' 



Si l'on considère spécialement le cas où la fonction X ne renferme 
pas explicitement la variable /, on aura 

X = X' = X''=:X'"=...; 

et alors les formules (7) donneront simplement 

/ Da^z3(/-T)DaX, 

i DÎ^-(^-T)D5X-h(^-r)*DaDa:XDaX, 

(8) \Dâa; = (^-T)DâX-f-|(^-T)«(DâD^XDaX-f-DaI)xXJ)|X) 
+ (^ - r)'[D«DiX(DaX)'4- (DaD^X)q)«X], 



Si, après avoir posé a; = ^ et a = o dans les secojids membres des 
équations (7) ou (8), on combine ces équations avec la formule (4), 
on obtiendra les valeurs do 

II» Ijj I3» • • •» 

puis on tirera de la formule (3) la valeur de x, en supposant toutefois 
les modules du paramètre a et de la différence / — t assez petits pour 
que la série 

(9) lia, ItaS IjaS ... 

OFMvres deC— S.\,t. VU. 9 
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reste convergente, et pour que X ne cesse pas d'être fonction continue 
de a, X et t. Or ces conditions seront remplies si l'on peut développer, 
suivant les puissances ascendantes de a, une certaine valeur particu- 
lière de la différence x — ^, ou plutôt une certaine fonction « qui se 
déduit immédiatement de cette différence. Supposons, pour fixer les 
idées, que le paramètre a soit positif; nommons i le module de / — t; 
enfin nommons x, a les modules virtuels d'accroissements imaginaires 

^, a 

attribués dans la fonction X aux deux quantités 

•^j oc; 

et soit «X le module virtuel correspondant de X, ou du moins le plus 
grand des modules virtuels que X puisse acquérir quand le temps 
varie entre les deux limites t et /. Si la fonction X ne contient pas ex- 
plicitement la variable /, alors, en vertu des théorèmes énoncés dans 
la Note précédente, pour obtenir la fonction «, il suffira d'intégrer 
l'équation différentielle 

dans laquelle a désigne une quantité constante, puis de remplacer 

dans la valeur de a? — ^, que fournira cette intégration, ^ par — x, 

/ — T par i, et a par le produit 

axA;. 

En opérant ainsi, on trouvera d'abord 

puis 

, , j r .\. «(/ a\-'l*( 



Ajoutons que la formule (ii) peut être étendue au cas même où X 
renferme t, avec cette seule différence que -X, dans ce dernier cas. 
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représentera, non plus le module virtuel de la fonction X, mais le plus 
grand des modules virtuels de cette fonction correspondants a une 
valeur du temps comprise entre les limites t et t. Dans l'un et l'autre 
cas, la valeur de a, déterminée par la formule (9), sera développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de a, si l'on a 

et, sous ces conditions, l'intégrale de l'équation (i) sera développable, 
par la formule (3), en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de a. Observons d'ailleurs que le reste de cette dernière 
série, arrêtée après un certain nombre de termes, offrira toujours un 
module inférieur au reste correspondant de la série qui représentera le 
développement de « suivant les puissances ascendantes de t. 

Si, dans l'équation (i), la fonction X était simplement proportion- 
nelle au paramètre a, en sorte que cette équation fût de la forme 

(j3) D,^ = a/(a:, 0, 

alors, en nommant DC le plus grand des modules virtuels de /(a:,/) 
correspondants h une valeur du temps comprise entre t et t, c'est- 
à-dire en posant 

et en attribuant à G une valeur comprise entre les limites t, /, mais 
choisie de manière à rendre le module oc le plus grand possible, on 
obtiendrait, pour déterminer la fonction », non plus la formule (11), 
mais la suivante 

Par suite, la première des conditions (12) disparaîtrait, et la seconde 
se trouverait remplacée par celle-ci 

I X 

(.5) «'<â5c- 
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Les raisonnements dont nous avons fait usage et les formules que 
nous en avons déduites peuvent être évidemment étendus au cas où il 
s'agirait d'intégrer, non plus une seule équation différentielle du pre- 
mier ordre, mais un système d'équations différentielles ou aux dérivées 
partielles d'ordres quelconques, et de développer les intégrales sui- 
vant les puissances ascendantes d'un paramètre a compris dans ces 
mêmes équations. C'est, au reste, ce que nous expliquerons plus en 
détail dans un nouvel article, ainsi que dans les Exercices d'Analyse et 
(le Physique mathématique. 



176. 

Astronomie. — Mémoire sur les variations des éléments du mouvement 

elliptique des planètes. 

C. R., T. XV, p. i86 (!•' août 1842). 

Les équations différentielles qui déterminent les éléments du mou- 
vement elliptique d'une planète autour du centre du Soleil, pris pour 
origine, renferment les dérivées partielles d'une fonction perturba- 
trice différentiée par rapport à ces éléments. D'ailleurs cette fonction 
perturbatrice varie dans le passage d'une planète à une autre, et peut 
être développée, pour chaque planète, en une série de termes dont le 
premier ne renferme ni le temps ni les moyens mouvements, tandis 
que les autres termes varient avec le temps et sont périodiques. Ce 
premier terme est ce que nous nommerons Isl partie séculaire de la fonc- 
tion perturbatrice; et, par analogie, nous appellerons équations diji'- 
rentielles séculaires celles auxquelles se réduisent les équations diffé- 
rentielles propres à déterminer les variations des éléments, quand on 
réduit la fonction perturbatrice à sa partie séculaire. L'intégration 
complète de ces équations différentielles séculaires serait certaine- 
ment un grand pas fait en Astronomie; car cette intégration ferait im- 
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médiatement connaître, sinon les variations totales des éléments des 
orbites, du moins les parties de ces variations qui sont indépendantes 
des moyens mouvements. Or, en examinant avec soin les équations 
différentielles dont il s'agit, on voit qu'elles peuvent être censées ren- 
fermer les dérivées d'une seule fonction perturbatrice qui reste la 
même pour toutes les planètes; et que cette nouvelle fonction pertur- 
batrice, représentée par une intégrale définie double, renferme, avec 
les grands axes, les excentricités et les inclinaisons des orbites, les 
longitudes des périhélies, et les angles compris entre les lignes des 
nœuds dQS diverses planètes combinées deux à deux. Cela posé, si, 
comme je l'ai déjà fait dans un j^vécédentMémoire (voirie Compte rendu 
de la séance du 21 septembre t84o) (*), on prend pour éléments du 
mouvement elliptique de chaque planète l'époque du passage au péri- 
hélie, la longitude du périhélie, l'angle formé par un axe fixe avec la 
ligne des nœuds, le moment linéaire de la vitesse, la projection de ce 
moment linéaire sur un plan fixe, et la moitié du carré de la vitesse 
correspondante à l'instant où la planète passe par- l'extrémité du petit 
axe, on établira facilement divers théorèmes dont plusieurs me parais- 
sent dignes de remarque, et dont je vais donner les énoncés en peu de 
mots. 

Lorsqu'on suppose les éléments du mouvement elliptique détermi- 
nés pour chaque planète par les équations différentielles séculaires, 
non seulement tous les grands axes demeurent invariables, mais on 
peut en dire autant de la fonction perturbatrice, qui reste alors la 
même pour toutes les planètes. Alors aussi, en supposant que l'on pro- 
jette les moments linéaires des quantités de mouvement sur un plan 
fixe quelconque, on obtiendra pour la somme de leurs projections 
algébriques une quantité constante. En d'autres termes, le principe 
des aires sera vérifié rigoureusement a l'égard des aires décrites par 
les planètes autour du centre du Soleil, et comme si ce point était un 
centre fixe. En conséquence, outre les équations qui exprimeront l'in- 

(») Œuvres de Cauchy, S. I, T. V, p. 3ai. — Extrait n*» 97. 
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variabilité des grands axes, et qui seront en nombre égal à celui des 
planètes, on obtiendra quatre intégrales générales correspondantes 
aux équations des forces vives et des aires. 

Soit maintenant n le nombre des planètes. Six éléments étant rela- 
tifs à chaque planète, le nombre total des équations différentielles sé- 
culaires sera 6n. Mais, dans la recherche des intégrales de ces équa- 
tions, on pourra laisser de coté deux inconnues relatives à chaque 
planète, savoir : i** la moitié du carré de la vitesse qui correspond à 
l'extrémité du petit axe, et qui reste invariable avec le grand axe; 
2® l'époque du passage au périhélie qui n'est pas comprise dans la 
fonction perturbatrice. Donc le nombre total des inconnues pourra 
être réduit à 4^» et même à 4^ — 4» eu égard aux quatre intégrales 
générales dont nous avons parlé. Il y a plus, l'un des angles formés 
par la ligne des nœuds avec un axe fixe pourra encore être éliminé, 
puisque les différences seules entre ces angles, combinés deux k deux, 
se trouveront renfermées dans la fonction perturbatrice. Donc le 
nombre des inconnues comprises dans les équations différentielles 
séculaires pourra être réduit a ^n — 5. 

Considérons à présent le cas où toutes les planètes se mouvraient 
dans le même plan. Alors, le nombre des éléments étant réduit k 
quatre pour chaque planète, le nombre total des équations différen- 
tielles séculaires sera 4^- Mais, dans la recherche de leurs intégrales, 
on pourra, comme ci-dessus, laisser de côté deux inconnues relatives 
k chaque planète, savoir, les deux inconnues que nous avons déjk 
signalées. Donc le nombre total des inconnues pourra être réduit k 2/i, 
et même k 2/^ — 2, eu égard aux deux intégrales générales dont Tune 
correspondra au principe des forces vives, l'autre au principe des 
aires. Il y a plus, l'une des longitudes des périhélies pourra encore 
être éliminée, attendu que les différences seules entre ces longitudes 
se trouveront renfermées dans, la fonction perturbatrice. Donc le 
nombre des inconnues comprises dans les équations différentielles sé- 
culaires se trouvera réduit k 2/2 — 3. Or le nombre 2/1 — 3 sera préci- 
sément l'unité, si l'on a /2 — 2. Donc, en supposant les éliminations 
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faites, on obtiendra une équation définitive qui renfermera seulement 
une inconnue et sa dérivée prise par rapport au temps. D'ailleurs, en 
vertu d'une semblable équation, le temps pourra être exprimé par une 
intégrale définie. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

L'intégration des équations différentielles séculaires peut être ramenée 
aux quadratures pour le système de trois corps, savoir, du Soleil et de 
deux planètes, lorsque ces trois corps se meuvent dans un même plan. 

A la vérité, le théorème précédent suppose les inconnues réduites à 
une seule par l'élimination; mais l'élimination dont il s'agit peut en 
effet s'opérer à l'aide d'intégrales définies, de semblables intégrales 
^tant propres à représenter les racines d'équations algébriques ou 
même transcendantes, et les fonctions de semblables racines. 

Observons enfin que, en supposant intégrées les équations différen- 
tielles séculaires, on pourrait avec avantage appliquer la théorie de la 
variation des constantes arbitraires aux nouvelles constantes intro- 
duites par cette intégration même. 

Dans un autre article, j'examinerai en particulier, sous le rapport 
de la convergence, les séries que l'on obtient en développant, suivant 
les puissances ascendantes des excentricités, les intégrales relatives 
au problème de trois corps qui se meuvent dans un même plan; et je 
considérerai aussi ce qui arrive lorsque les trois corps sont, non plus 
le Soleil et deux planètes, mais le Soleil, une planète et un satellite de 
cette planète. 



177. 

Calcul des limites . — Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses 
manières à l' intégration des systèmes d'équations différentielles. 

C. R., T. XV, p. i88 (!••• août 1842). 

Comme nous l'avons déjà dit, l'intégration des systèmes d'équations 
différentielles d'ordres quelconques est toujours réductible à l'intégra- 
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tion d'un système d'équations différentieHos du premier ordre entre 
une variable indépendante /, qui peut être censée représenter le 

temps, et diverses inconnues x, y, s, D'ailleurs, étant donné un 

semblable système, avec les valeurs initiales H, yj, Ç, . . . de x^ j, 5, . . ., 
correspondantes à une valeur particulière t du temps /, on peut cher- 
cher à développer, par la formule de Taylor ou de Maclaurin, les va- 
leurs générales de a:, y, s, . . ., ou suivant les puissances ascendantes 
de la différence / — t, ou même suivant les puissances ascendantes 
d'un paramètre a que renfermeraient les équations données, ou enfin 
suivant les puissances ascendantes d'un paramètre a que l'on intro- 
duirait dans ces équations, sauf à lui donner plus tard une valeur 
numérique en le réduisant, par exemple, à l'unité. On doit surtout 
remarquer le cas où, en vertu des équations que l'on considère, les 
dérivées des inconnues, prises par rapport au temps, s'évanouissent 
toutes avec le paramètre a. Alors les coefficients des diverses puis- 
sances de a, dans les séries obtenues, se déduisent les uns des autres 
par des intégrations relatives à /, dont chacune doit être effectuée, à 
partir de / = t; et, en conséquence, les divers termes des développe- 
ments se trouvent représentés par des intégrales définies multiples, les 
. fonctions sous le signe Tétant des sommes de produits dont les fac- 
teurs variables sont les dérivées de fonctions connues différentiées une 
ou plusieurs fois par rapport aux variables x,y, z, .., et au paramètre 
a. D'autre part, en vertu du théorème général sur le développement 
des fonctions, les séries obtenues représenteront effectivement les in- 
tégrales des équations données, si le module de la différence / — t, ou 
du paramètre a, est tel que, pour ce module ou pour un module plus 
petit, ces séries ne cessent pas d'être convergentes, ni les valeurs de 
DtX, D^j, . . . que déterminent les équations différentielles d'être des 
fonctions continues des variables x, j, 5, ..., / et du paramètre a. 
Enfin, la recherche de ces conditions se trouvera toujours réduite, par 
les théorèmes énoncés dans la Note que renferme le Compte rendu de 
la séance précédente, à l'intégration de certaines équations auxi- 
liaires, dont le système sera compris, comme cas particulier, dans 
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celui des équations différentielles proposées. Donc, pour s'assurer que 
l'on peut intégrer par séries ces dernières équations, il suffira de s'as- 
surer que l'on peut intégrer par séries les équations auxiliaires, ou, ce 
qui revient au même, que l'on peut développer en séries convergentes 
les intégrales des équations auxiliaires, exprimées en termes finis. Il 
y a plus, les restes des séries, qui représenteront les intégrales des 
équations auxiliaires, seront des quantités positives supérieures aux 
modules des restes correspondants des séries qui représenteront les 
intégrales des équations données; ce qui permettra de fixer une limite 
supérieure à l'erreur que l'on commettra quand on arrêtera l'une 
quelconque de ces séries après un certain nombre de termes. 

Dans le présent Mémoire, j'applique les principes que je viens d'ex- 
poser, d'abord à des équations différentielles quelconques du premier 
ordre, puis à des équations d'une forme particulière et qui méritent 
une attention spéciale, attendu que leur intégration permet de résou- 
dre un des problèmes les plus importants de l'Astronomie. La méthode 
analytique, employée jusqu'ici pour la détermination approximative 
des mouvements planétaires, est fondée, comme on sait, sur le déve- 
loppement des éléments variables des ellipses décrites par les planètes 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des masses de 
ces mêmes astres. Cette méthode paraît légitime, quand on admet que 
les séries ainsi formées sont convergentes. Mais il n'était démontré 
nulle part qu'elles le fussent même pour un temps très court, et il 
était nécessaire d'éclaircir ce point, sur lequel aucune lumière n'^à été 
répandue par les travaux de nos plus illustres géomètres. A l'aide des 
formules auxquelles je parviens dans ce nouveau Mémoire, on peut 
aisément s'assurer que les éléments du mouvement elliptique des pla- 
nètes sont effectivement développables, suivant les puissances ascen- 
dantes des masses, en séries qui resteront convergentes pendant un 
temps supérieur à une limite dépendante de ces mêmes masses, et 
dont ces formules déterminent la valeur^ 
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Analyse. 

Je me bornerai ici à énoncer les principaux théorèmes auxquels je 
parviens dans ce nouveau Mémoire, qui sera publié en entier dans les 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

Théorème ï. — Supposons les n inconnues x, y^ z^ ... assujetties à re- 
ri/ier : i® quelque soit le temps /, les équations différentielles 

D,a=X, D,j:=Y, D,;; = Z, 

dans lesquelles X, Y, Z, . . . représentent des fonctions données de 

X, y y Zj • • • » * » 

2° pour t = ':, les conditions 

•^ = ?. y = -n, - = C, 

Soient d'ailleurs t le module de la différence t — 'T^ et 

X, y, z, ... 

les modules virtuels d'accroissements imaginaires, attribués dans les fonc- 
tions X, Y, Z, ... aux valeurs particulières 

5, tî, C, ... 
des variables x, y, s, Soient enfin 

a:, 7, 5S>,- ... 
les modules virtuels correspondants des fonctions 

X, Y, Z, . . . , 

ou du moins les plus grandes valeurs que ces modules virtuels puissent ac- 
quérir, tandis qu'on fait varier le temps entre les limites t et t. Les trieurs 
générales des inconnues pourront être développées par la formule de 
Maclaurin en séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes d'un paramètre ol var lequel on multiplierait les fonctions X, Y, 
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Z, . . ., sauf à le réduire plus tarda l'unité, si ion peut développer y par le 
théorème de Lagrange, suis^ant les puissances ascendantes de i, la plus 
petite racine positive « de i équation 

r(-?')(-f')(-^)--- 

ce qui aura lieu si Von a 

•<.r(-T»)(-f»)(-i»)-' 

et, à plus forte raison y si l'on a 






/i-f-I 

t désignant le plus petit des rapports 

X y z 

X' r 5' ••" 

Ajoutons que les valeurs générales des distances 

se trouveront représentées par des séries dont les termes et les restes 
offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes des séries 
que Ton obtiendrait si l'on développait suivant les puissances ascen- 
dantes de t les valeurs données pour ces mêmes différences par les for- 
mules 

en prenant pour » la plus petite racine positive de l'équation 

r(-»(-f')(-to-''-- 

ou bien encore, en supposant 

-=-[-(-^r]- 
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Théorème II. — Supposons les inconnues x, y^ z^ ... assujetties à véri- 
fier: i^ quel que soit le temps /, les équations différentielles 

D,ar = X, D,v=:Y, D,z = Z, 

dans lesquelles les fonctions de x^ y^ 5, . . ., /, représentées par X, Y, 
Z, . . ., s évanouissent toutes avec un certain paramètre a ; 2** pour / = t, 

les conditions 

x=.\, y — f\y -=^ç, 

Soient d'ailleurs t le module de la différence t — "z^ 

X, y, z, :.., a 

les modules virtuels d'accroissements imaginaires attribués y dans les fonc- 
tions X, Y, Z, . . ., aux valeurs ^, vj, s» . . • des variables x, y, z, . ,. et 
au paramétre a. Soient enfin 

a:, .7, %, ... 

/p5 modules virtuels correspondants des fonctions X, Y, Z, ..., ow r/w 
moins les plus grandes valeurs que ces modules puissent acquérir quand 
on y fait varier le temps entre les limites "z et t\ et supposons, pour plus de 
simplicité, le paramètre cl positif On pourra développer y par la formule 
de Maclauriny suivant les puissances ascendantes de ol^ les valeurs gêné- 
raies des inconnues x, y, z, . . . , si l'on peut développer par le théorème de 
LagrangCy suivant ces mêmes puissances, la plus petite racine positive « 
de l'équation 

r(--^)o-f')(-^)--=^.'^ 

ce qui aura lieu si l'on a 

SI désignant la valeur de l'intégrale 

r(-f')(-f')(-i»)--> 
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et t le plus pela des rapports 

\ V z 

.^' :7' %' •"' 

ou même, à plus forte raison, si l'on a 

Ajoutons qu'alors les valeurs générales des différences 

x — \, y — ri, z — Z, ... 

se trouveront représentées par des séries dont les termes et les restes 
offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspon- 
dants des sréries que l'on obtiendrait si l'on développait suivant les 
puissances ascendantes de a les valeurs données pour ces mêmes dif- 
férences par les formules 

en prenant pour a la plus petite racine positive de l'équation 

.r(-^K-f')(-T')-'"=.-^" 

ou du moins en supposant 

.=.[,_(._^.._4_.)-]. 

Théorème III. — Supposons les 2n inconnues 

assujetties à vérifier : i° quel que soit le temps t^ les 2n équations différen- 
tielles 

dans lesquelles K désigne une fonction donnée de ces mêmes inconnues et 
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du temps / ; 2° pour / = t, les conditions 

" ~ >•, ^' = /^, <^' = V, 

Soient d'ailleurs i /e module de la différence / — t, 

X, y, z, ..., u, V, w, ... 

les modules d'accroissements imaginaires attribués, dans la fonction K, 

aux valeurs 

$, in, ç, ..., A. /i, V, ... 

rfe»^ variables 

.Soi/ ^/i/îW DC fe module virtuel correspondant de la fonction K, ow du 
moins la plus grande valeur que ce ïnodule tnrtuel puisse acquérir quand 
on y fait varier le temps t entre les limites t et t. On pourra, sous certaines 
conditions, développer, par la formule de Maclaurin, les valeurs générales 
de 

en séries convergentes dont les termes soient de divers ordres par rapport 
à la fonction K, cest-à-dire en séries dont les divers termes deviennent 
respectivement proportionnels aux diverses puissances de ce, quand on rem- 
place K par olK. ^ 

En offcl, les développements dont il s'agit seront convergents si 
l'on peut développer par le théorème de Lagrange, suivant les puis- 
sances ascendantes de t, la plus petite racine positive » de l'équation 

r(-=^)(-é)(-4) ■-=--. ■ 

ce qui aura lieu si l'on a 

•<îkf(-if,)(-4)(-^)--. 

c désignant le plus petit des produits 

ux, vy, wz, ..., 
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ou même, à plus forte raison, si Ton a 

I t/ 

'^ 2(«-+-l) 5(" 

/î désignant le nombre de ces mêmes produits. Ajoutons qu'alors les 
termes et les restes des séries dont les sommes représenteront les va- 
leurs générales des différences 

offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspon- 
dants des séries que Ton obtiendrait si Ton développait, suivant les 
puissances ascendantes de t, les valeurs données, pour ces mêmes dif- 
férences, par le système des formules 

X u \ ux/ 

y V \ vy; 

9 

« 

« désignant toujours la plus petite racine positive de l'équation 
ou du moins par la formule 



X ~ y u v 



Théorème IV. — Supposons que des inconnues, partagées en l groupes 
distincts^ se trouvent, dans chacun de ces groupes, en nombre égal à 2/2, 
et soient représentées, dans le premier groupe, par 

^\> J'i> ^\f •••» ''i> *'i» *''i» •••» 
dans le second groupe, par 

^tj ^1» ^ly •••> ^t> ^'ît ^'^'j» ..., • 
etc. 
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Supposons encore que les inconnues comprises dans chaque groupe se 
trouvent assujetties à vérifier, quel que soit le temps d^ in équations diffé- 
rentielles de la forme 

\^,x — D„K, D, V — D^K, D,5 - D,^K, 
D,« = D^K, D,i' = D^K, D,»' = D,K, 

les lettres 

X, V, z, ..., //, r, iv, ..., 

non affectées d'indices, étant ici employées pour représenter les inconnues 
qui appartiennent à l'un quelconque des groupes, et K étant une fonction 
donnée de toutes les variables 

-'m ytf ^1» •••» "i. *'i> "'i» •••; -^j, Vs, ^j, ..., wj, i'î, «î, .... ^ 

Ae nombre total des équations différentielles sera, comme le nombre des 
inconnues, égal au produit ml; et, si Ton nomme 

^l» "^IJ Cl» •••> ^^l> Fl> '''l» •■•♦ ^S' ''îî» Sî> •••> ^»îî P-î» Vj, ... 

les valeurs initiales des inconnues, c'est-à-dire leurs valeurs correspon- 
dantes à une valeur particulière t de la variable t, on pourra, sous cer- 
taines conditions, développer, par la formule de Maclaurin, les valeurs 
générales des inconnues en séries de termes qui soient de divers ordres rela- 
tivement à la fonction K, et qui deviennent respectivement proportionnels 
auœ diverses puissances de a, quand on remplace K par aK. Supposons 
d'ailleurs la fonction K décomposée, par une équation de la forme 

en diverses parties dont la première K,^, dépende uniquement du temps t 
et des inconnues qui portent l'indice i ou l'indice 2, la seconde K,^3 du 
temps t et des inconnues qui portent l'indice i ou l'indice 3, f*tc. Soit t le 
module de t — ":; soient encore 

X, y, z, ..., u, V, w, ... 
des quantités positives propres à représenter des modules virtuels d'accrois- 
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semenls imaginaires, attribués , dans les disperses parties de la fonction K, 
aux valeurs 

lu fï\y Ku .-.» >.M fAl, Vj, ... 

des inconnues 

^1, 7i, 5i» .-., "i, «'i, «'i, ..., 

ow W^/i aux valeurs 

li^ fïty C„ . . . , Xî, ftj, V„ . . . 

rfe5 inconnues 

^u yvt -^î» • • • > "s> *'î> "'i» • • • 

ou bien, etc. Soient enfin 

fe5 modules correspondants des fonctions 

Ki,j, Kl, 3, . . ., Kj^j, . . ., 

01/ rfw moins les plus grandes valeurs que ces modules puissent acquérir, 
quand on y fait varier le temps entre les limites z, t; et nommons 

le plus grand des modules DC,,2» ^i.a» • • • » ^'2.3» • • • • Pour que les déi'elop- 
pements des inconnues, déduits, comme il a été dit ci-dessus, du théorème 
de Maclaurin, soient convergents, il suffira que l'on puisse développer sui- 
i^ant les puissances ascendantes de i la plus petite racine positis^e « de 
Véquation 

ce qui aura lieu si Von a 

t. étant le plus petit des produits 



ux, vx, wz, 

ORu^ret de C. — S. 1, t. VII. 
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et 9 à plus forte raison, si Von a 

^ I t^ 

2(/ — i)(a/n-i) iK* 

Ajoutons que les termes et les restes des séries dont les sommes repré- 
senteront les valeurs générales des différences 

-^l—lu yt—rïu ^x—Ku "-y "l— >vî, i'i— fti, «^1 — V„ ... 

offriront des modules inférieurs aux termes et aux restes correspon- 
dants des séries que l'on obtiendrait si Ton développait, suivant les 
puissances ascendantes de i, les valeurs données pour ces mêmes dif- 
férences par les formules 

X X " ' u u ' * * \ U X / 

I 

fi — fil ft — "nt __ _ <'t--f^i *'-—"- / w\î 



V V V vy; 



» désignant toujours la plus petite racine positive de l'équation 

. r(-"^)'(-rJ(-^)'— '— 

ou du moins les valeurs données par la formule 

^•i — Si __ »r,— g, __ _ f/i — Ài _ //, — Xj ___ 
X "^x '" u~u 

_ ji — y)i _ rî-^^» _ _ ^i — Mi _ <^î— M» _ 
y y *" V V 

1 



^^ r si(/--i)(2/i4-i) ^i'^«-^'> 



Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes III 
ou IV, la convergence des séries dont les sommes représenteront les valeurs 
des inconnues sera encore assurée, sous les conditions énoncées dans ces 
théorèmes, si chaque système d'équations différentielles est de la forme 

T)tx= D„K, l^ty= D^K, D,5 ~ D^^K, 
D,/i =- D,K, Dii' - - DyK, D|(»' :=:- D, K, 
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ou même si, dans le passage d'un système d'équations différentielles à un 
autre, les diverses parties de la/onction 

se trouvent modi/iées. Seulement, dans cette dernière hypothèse, on devra 
prendre pour DC la plus grande des diverses valeurs que pourront acquérir 
les modules virtuels 

eu égard aux modifications dont il s'agit. 

Comme je l'ai prouvé dans un autre Mémoire (voir le Compte rendu de 
la séance du 21 septembre i84o)(*), la théorie de la variation des con- 
stantes arbitraires fournira en Astronomie des équations différentielles 
semblables à celles qui sont indiquées dans le théorème V, si Ton 
prend pour éléments du mouvement elliptique d'une planète l'époque 
du passage de cette planète au périhélie, la longitude du périhélie et 
l'angle formé par un axe fixe avec la ligne des nœuds, en remplaçant 
d'ailleurs l'excentricité par le moment linéaire de la vitesse, l'incli- 
naison de l'orbite sur un plan fixe par la projection de ce moment 
linéaire sur le même plan, et le demi grand axe de l'orbite par la force 
vive correspondante à l'instant où la planète passe par l'extrémité du 
petit axe. Donc le théorème V peut être immédiatement appliqué aux 
développements des éléments elliptiques en séries ordonnées suivant 
les puissances ascendantes des masses des planètes, et il fournit, avec 
une limite inférieure au temps pendant lequel les séries demeureront 
convergentes, des limites supérieures aux restes qui compléteront les 
mêmes séries arrêtées chacune après un certain nombre de termes. 
C'est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un 
nouvel article. 

(«) OEuvres de Caucfiy, S. I, T. V, p. Sai. — Extrait n' 97. 
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178. 

Calcul intégral. — Note sur une loi de réciprocité qui existe entre deux 
systèmes de valeurs de variables assujetties à vérifier des équations dif- 
férentielles du premier ordre, et sur un théorème relatif à ces mêmes 

équations. 

C. U., T. XV, p. 200 (I" août 1842). 

Soient données les équations différentielles du premier ordre entre 
une variable indépendante /, qui pourra être censée représenter le 
temps, et diverses inconnues x^y^ z^ Si Ton nomme 

J» TO, Ç, ... 

les valeurs initiales des inconnues, c'est-à-dire leurs valeurs particu- 
lières correspondantes à une valeur particulière t du temps ^ les inté- 
grales générales des équations différentielles fourniront les valeurs 
générales des inconnues en fonction de la variable t et des valeurs ini- 
tiales de toutes les variables. Mais, comme le svstëme des valeurs 
initiales 

peut être lui-même l'un quelconque des systèmes de valeurs qu'ad- 
mettent les variables 

^f y* ^9 ' • 'f t, 

il en résulte que, dans les intégrales générales des équations diffé- 
rentielles données, et dans toutes les formules déduites de ces inté- 
grales, on peut échanger entre eux le système des valeurs initiales des 
variables et le système de leurs valeurs générales. Cette loi de récipro- 
cité se trouve déjà indiquée dans mon Mémoire lithographie de i835, 
et sa démonstration rigoureuse peut aisément se déduire des principes 
établis dans ce Mémoire. 

La considération des valeurs initiales des inconnues qui doivent 
vérifier un système d'équations différentielles du premier ordre 
fournit encore le moyen d'établir un théorème digne de remarque, et 
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qui comprend comme cas particulier le beau théorème de M. Poisson 
relatif à la variation des constantes arbitraires. Entrons à ce sujet dans 
quelques détails. 

Supposons que, les inconnues étant de deux espèces, on fasse cor- 
respondre à chaque inconnue de première espèce une inconnue de 
seconde espèce, et que la dérivée de chaque inconnue, prise par rap- 
port au temps, se réduise, en vertu des équations différentielles don- 
nées, à la dérivée partielle d'une certaine fonction différentiée paf 
rapport à l'inconnue correspondante, et prise avec le signe — ou avec 
le signe -f-, suivant que cette inconnue est de première ou de seconde 
espèce. Supposons encore que, après avoir intégré les équations pro- 
posées, on forme une fonction différentielle alternée avec les dérivées 
partielles des inconnues prises par rapport à deux constantes arbi- 
traires introduites par l'intégration. Comme je l'ai remarqué dans un 
Mémoire présenté a l'Académie de Turin en octobre i83i, la dérivée 
de cette fonction différentielle, prise par rapport au temps, sera nulle, 
et, par suite, cette fonction sera indépendante du temps. Il y a plus, 
si les deux constantes arbitraires représentent les valeurs initiales de 
deux inconnues, la valeur initiale et, par suite, la valeur générale de la 
fonction différentielle alternée se réduiront évidemment à l'unité ou à 
zéro, suivant qu'il s'agira ou non de deux inconnues correspondantes 
l'une à l'autre. Or, en partant de cette dernière proposition et en 
observant que toute constante arbitraire introduite par l'intégration se 
réduit nécessairement à une certaine fonction des valeurs initiales des 
inconnues, on démontre facilement le nouveau théorème déjà établi 
dans le Mémoire de i83i, mais par une méthode qui, suivant la judi- 
cieuse observation de l'un de nos plus savants confrères, n'était pas à 
l'abri de toute objection. Ce nouveau théorème offre d'ailleurs, relati- 
vement à l'intégration des intégrations différentielles proposées, les 
avantages que M. Jacobi a signalés dans le théorème de M. Poisson. 
Suivant la remarque de l'illustre auteur de la Nouvelle Théorie des fonc- 
tions elliptiques, un nombre quelconque de points matériels étant tirés 
par des forces H soumis k des conditions telles que le principe de la 
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conservation des forces vives ait lieu, si Ton connaît, outre l'intégrale 
fournie par ce principe, deux autres intégrales, on en peut déduire 
une troisième d'une manière directe, et sans même employer les qua- 
dratures. Or, eu égard au nouveau théorème, la même remarque s'ap- 
plique à tous les systèmes d'équations différentielles qui se présentent 
sous la forme que j'ai précédemment indiquée. 



179. . 

Mécanique céleste. — Théorie nouvelle des mous^ements planétaires , 
ou application du Calcul des résidus à V Astronomie. 

G. R., T. XV, p. a55 (8 août 1842). 

Les beaux Mémoires de Lagrange, de Laplace et de Poisson sur la 
variation des constantes arbitraires ont réduit la détermination des 
mouvements planétaires à l'intégration d'équations différentielles qui 
renferment, avec le temps et les éléments de chaque orbite, les déri- 
vées partielles d'une fonction perturbatrice, prises par rapport à ces 
mêmes éléments. La question étant ramenée à ce point, les perfection- 
nements ultérieurs de l'Analyse appliquée à l'Astronomie, et la simpli- 
cité plus ou moins grande des calculs à l'aide desquels on obtiendra, 
par des approximations successives, des valeurs plus ou moins exactes 
des éléments, dépendront surtout de la forme assignée au développe- 
ment de la fonction perturbatrice. Or, après avoir de nouveau réfléchi 
sur ce sujet, j'ai acquis la conviction que les formes de développement 
jusqu'ici adoptées par les géomètres n'étaient pas celles qui se prê- 
taient le mieux a des approximations rapides; et j'ajouterai que, même 
après les modifications que j'ai fait subir dans plusieurs Mémoires aux 
formes dont il s'agit, elles laissaient encore beaucoup à désirer sous 
le double rapport de la simplicité des résultats et de l'économie do 
temps. Le présent Mémoire a pour objet une nouvelle forme de déve- 
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loppement qui, sous l'un et l'autre rapport, offre des avantages impor- 
tants et inespérés. Entrons à cet égard dans quelques détails. 

Un théorème du calcul des résidus sert à exprimer en termes finis 
une intégrale dans laquelle la fonction sous le signe / est une fonc- 
tion rationnelle, souvent même une fonction transcendante d'une expo- 
nentielle trigonométrique, lorsque cette intégrale est prise entre deux 
limites de l'argument dont la première se réduit à zéro, la seconde à 
une circonférence entière. Suivant un autre théorème, si, après avoir 
multiplié, dans une semblable intégrale, l'exponentielle trigonomé- 
trique par un module quelconque, on fait varier ce module, la valeur 
de l'intégrale restera invariable, tant que la fonction sous le signe / 
ne cessera pas d'être une fonction continue de l'argument. Or ces 
deux théorèmes fournissent en Astronomie, pour le développement 
de la fonction perturbatrice relative à chaque planète, une méthode 
digne de remarque et que je vais indiquer en peu de mots. 

On sait que, dans chaque fonction perturbatrice, les termes dont 
les développements se calculent avec le plus de peine sont les termes 
réciproquement proportionnels aux distances mutuelles des planètes. 
Ainsi, dans la question qui nous occupe, il s'agit principalement 
de développer en série convergente la première puissance négative 
de la distance effective entre deux planètes. Or Euler a donné un 
moyen fort simple de développer cette puissance en une série de 
cosinus des multiples de la distance apparente. Ce moyen consiste k 
décomposer la distance effective, élevée à la puissance du degré — t, 
en deux facteurs imaginaires, puis à multiplier l'un par l'autre les 
développements de ces deux facteurs. Après cette multiplication, le 
coefficient de chaque cosinus se trouve représenté par une série dont 
la somme peut être convertie en une intégrale définie dans laquelle la 
différentielle de la distance apparente se trouve divisée par la distance 
effective. Si, dans une semblable intégrale, on remplace successive-- 
ment la distance mutuelle entre deux planètes par chacune de ses 
puissances entières et positives, puis les distances de deux planètes 
au Soleil par deux nombres égaux, le premier à l'unité, le second au 
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rapport des grands axes des deux orbites; si enfin on joint aux inté- 
grales ainsi formées leurs dérivées relatives au second des deux 
nombres, on obtiendra la série triple des transcendantes générale- 
ment introduites dans le développement de la fonction perturbatrice. 
Le calcul direct de la plupart de ces transcendantes était a peu près 
impraticable, et, même avec les formules nouvelles que Tauteur de la 
Mécanique céleste avait construites sur la demande de M. Bouvard, le 
calcul était encore très long et très pénible, comme le faisait observer 
un jour notre honorable confrère. Cette difficulté, qui a engagé 
M. Le Verrier à donner, pour la détermination des transcendantes 
dont il s'agit, de nouvelles méthodes de calcul, n'existe pas lorsqu'on 
adopte pour la fonction perturbatrice la forme de développement que 
je propose; et je vais en dire la raison. Les d«ux facteurs imaginaires 
dans lesquels se décompose la première puissance négative de la dis- 
tance mutuelle entre deux planètes offrent des modules égaux, et 
chacun de ces facteurs, représenté par un binôme élevé à une puis- 
sance dont le degré est — ^, peut devenir infini quand les distances 
des deux planètes au Soleil deviennent égales entre elles. Il y a plus : 
l'ancienne méthode, généralement employée pour le développement 
de la fonction perturbatrice, a l'inconvénient grave d'introduire dans 
ce développement d'autres transcendantes où les mêmes facteurs se 
trouvent successivement élevés au carré, au cube, et à des puissances 
d'un degré supérieur; par conséquent, des transcendantes dont la 
valeur devient de plus en plus considérable quand les distances des 
deux planètes au Soleil sont entre elles dans un rapport qui ne diffère 
pas beaucoup de l'unité. J'évite cet inconvénient en me servant de l'un 
des théorèmes rappelés ci-dessus, pour rendre inégaux les modules des 
deux facteurs en question et réduire l'un de ces facteurs à une fonc- 
tion de la seule distance apparente des deux planètes. Alors, à la place 
de la triple série des transcendantes comprises dans l'ancien dévelop- 
pement, j'obtiens une série double de transcendantes beaucoup plus 
faciles à calculer. Pour donner une idée de la réducti/)n ainsi opérée 
dans les calculs, considérons en particulier le cas où les deux planètes 
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données sont Jupiter et Saturne. Alors, en suivant l'ancienne méthode, 
on devra former le Tableau qui se trouve inséré dans le IIP Volume de 
la Mécanique céleste, aux pages 8i, 82, 83, et calculer en conséquence 
plus de quatre-vingt-dix transcendantes, dont plusieurs offriront des 
valeurs considérables, qui pourront s'élever jusqu'au nombre 800 et 
au delà. Au contraire, en suivant la nouvelle méthode, pour arriver au 
même degré d'approximation, on aura seulement à calculer une ving- 
taine de transcendantes dont les douze premières sont déjà connues, et 
dont la plus grande surpasse à peine le nombre 2. 

Je passe maintenant à la propriété la plus extraordinaire du nou- 
veau développement. Les diverses transcendantes qui, comme je l'ai 
dit, forment une série triple suivant l'ancienne méthode, et une série 
double suivant la nouvelle, sont, dans le développement de la fonction 
perturbatrice, multipliées chacune par un facteur variable, qui ren- 
ferme, avec les éléments de deux orbites, les anomalies moyennes de 
deux planètes, et qui peut être développé en une série de termes dont 
l'un, indépendant des anomalies, est ce qu'on nomme un terme sécu- 
laire, tandis que les autres sont des termes périodiques proportionnels 
aux sinus et cosinus de multiples des deux anomalies. Or, en m'ap- 
puyant sur le calcul des résidus et sur le premier des théorèmes pré- 
cédemment rappelés, je prouve : 1® que chaque terme séculaire peut 
être exprimé sous forme finie par une certaine fonction des éléments 
des orbites, qui demeure algébrique par rapport aux grands axes et 
aux excentricités; 2** que, dans chaque terme périodique, le coeffi- 
cient des sinus ou cosinus des multiples des anomalies moyennes est la 
somme d'une série simple de quantités, dont chacune peut encore être 
exprimée sous forme finie par une certaine fonction des éléments, qui 
demeure algébrique par rapport aux grands axes, mais devient transcen- 
dante par rapport aux excentricités. Ajoutons qu'à la somme de cette 
dernière série on peut substituer la somme de deux fonctions : l'une 
exprimée sous forme finie, l'autre représentée par une intégrale définie, 
dont le module s'approche indéfiniment de zéro, tandis qu'un certain 
nombre entier n^ dont elle dépend, devient de plus en plus considérable. 

OEuvret rf<? C. — S. I, t. VU. 1 2 
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En rédigeant le présent Mémoire, j'ai cherché à montrer combien 
je désirais me rendre digne, s'il était possible, de l'honneur que m'ont 
fait, il y a trois années, les maîtres de la Science, en m'appelant à une 
place jadis occupée par un grand géomètre, par celui-là même qui 
avait eu pour moi tant de bienveillance, par notre illustre Lagrange. 
Comme mes nouvelles recherches paraissent devoir simplifier sensi- 
blement les calculs relatifs à l'Astronomie, il semblerait convenable 
que je pusse les discuter sérieusement avec ceux de mes illustres con- 
frères qui ont jugé ma coopération à leurs travaux utile sous ce rap- 
port. Mon désir de contribuer, autant que mes forces me le permet- 
tront, aux progrès de sciences qui ont fait la gloire de ma patrie 
répond assez de l'empressement avec lequel je prendrais part à une 
semblable discussion le jour où il serait reconnu que le Bureau des 
Longitudes a pu se croire autorisé, par le texte de sa constitution 
même, à résoudre librement une question de Géométrie, et qu'il n'y a 
nul inconvénient à ce que ses divers membres se réunissent pour cal- 
culer ensemble les mouvements du Soleil ou des planètes, le jour où 
se terminerait une quarantaine déjà prolongée bien au delà des limites 
ordinairement prescrites par les règlements sanitaires les plus rigou- 
reux, une quarantaine scientifique de trois années. 

AlSALTSE. 

§ L — Préliminaires. 

• 

Je vais, dans ces préliminaires, rappeler quelques théorèmes four- 
nis par le calcul des résidus, et sur lesquels s'appuie la nouvelle mé- 
thode que je propose pour le développement de la fonction perturba- 
trice. 

Théorème L — Soit 

sziLreP'J-'^ 

une variable imaginaire dont r représente le module et p V argument. Soit 
encore 

(.,<--,_,, l s } 
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fis) 
le résidu intégral de la fra^ction ^^-^ > pris entre les limites 

r = 3i^ rz=b, /? = o, p^z2r., 

fis) 
ou^ ce qui renent au même y la somme des résidus de la fraction -^-^ > cor- 

respondants aux valeurs de s dont les modules restent compris entre les 
limites di^h^ et les arguments entre les limites — it, H- ir. Si le résidu in- 
tégral dont il s'agit a une valeur déterminée, on aura 

ffiheP^^) dp - fA^eP^^) dp = a,:""^"' Um , 
OU, ce qui revient au même, 

f*^ _ x»*^ (b) (J1C) / f{c\\ 

/(heP^-~^)dp-^J^ f(^epyl'^)dp = 2r.^^l^^ j^^j. 

Démonstration. — Pour établir la formule (i), qui coïncide avec une 
équation trouvée dans le I**" Volume des Exercices de Mathématiques 
[voir l'équation (64), à la page 212 du I***" Volume] (*), il suffît d'inté- 
grer l'équation identique 

par rapport à r et à p, entre les limites 

r=:a, r = h, p = Oy p=z2T:, 

(Jbservons d'ailleurs que, si l'une des racines de l'équation 



(^) 



avait pour module une des limites a et b, le résidu partiel correspon- 
dant à cette racine devrait être réduit à moitié dans la somme repré- 
sentée par le résidu intégral 

( ») Œuvres de Caucky, S. U, T. VI, p. 265. 
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On doit seulement excepter un cas particulier que nous examinerons 
ci-après, le cas où Ton aurait a = o. 

Corollaire. — Si la fonction /(re^'v^^) reste continue par rapport à r 
et à /> entre les limites r = a, r = b, le second membre de l'équation (i ) 
s'évanouira, et l'on aura par suite 

(3) f /(bepyf^')dp=f /(aeW^)^y9. 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
Théorème II. — Si dans une intégrale de la forme 

/ f{reP>J-^)dp 

on fait varier le module r, cette intégrale conservera la même valeur tant 
que la fonction 

f{rePy/^') 

ne cessera pas d'être continue. 

Concevons maintenant que, dans la formule (i), on pose a = o, 
b = a; on en tirera 

pourvu que, dans la somme représentée par la notation 

(o)So) V s y 



on comprenne, non pas la moitié du résidu partiel qui pourrait corres- 
pondre à la valeur zéro de s, mais ce résidu lui-même. Donc, sous cette 
condition, on pourra énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème III. — Si le résidu intégral 



(a) (ï«) 

(0)^(0) 
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a une valeur détenninée, on aura 

^^Jq (0)^(0) \ * / 

Corollaire /. — Dans les applications de ce théorème, on no devra 
pas oublier que la somme représentée par la notation 



)^(o) l s ) 



comprend tous les résidus partiels correspondants aux racines de 
l'équation 

s 



(5) 



As) 



qui offrent des modules inférieurs à a, et la moitié seulement de tout 
résidu partiel correspondant à une racine qui aurait a pour module. 

Corollaire IL — Si, dans la formule (4)» on pose 



As)- 



I — se-^'f-^ 



f(*). 



ï{s) étant une fonction qui ne devienne jamais infinie pour un module 
de s inférieur à l'unité, alors on trouvera : \° en supposant a < i , 



(•6) 



2tJ„ ^—!x.e^P-n!)^|-l 



1° en prenant a>i, ou, ce qui revient au même, en remplaçant a 
par - et supposant ensuite a •< i , 

On aura donc 



(8) 






I ^iîïX'".-««<u,/rîf(^«''>^)rf/'. 
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La formule (8) subsisterait encore si Ton prenait a = i; seulement 
alors les seconds membres des formules (6), (7) se trouveraient ré- 
duits Tun et l'autre k ^f (^^v/^). 

Concevons maintenant que, dans le second membre de la for- 
mule (8), on développe les fractions 

suivant les puissances ascendantes de a. Si la fonction f(^) reste conti- 
nue pour tout module de s inférieur à -> on pourra, en vertu du théo- 
rème II, remplacer, dans chaque terme du développement obtenu, a 
par l'unité, et alors on trouvera 



(9) 






les valeurs de adt» et de p^i étant généralement déterminées par les for- 
mules 



(lo) a±«=— / €F^''py/'H{eP^)dp, 

La dernière de ces formules entraîne évidemment la suivante 

(12) mod.p«< j^ramod,f(ae''/=^)-f.mod.f/^ic''V^^l, 

en vertu de laquelle p« décroît indéfiniment pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier n. Donc, en posant n=cc dans l'équation (9), 
on obtiendra celle-ci 

(i3) f(e^>/^) = ao-+- aic'^V^» 4- ajC^'^N^^H-. . .4- a_iC-'^N^H-a-,e-*^vPîH-..., 
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qui servira à développer l'expression 

en série convergente. Il y a plus, la formule (12) fournira une limite 
de l'erreur que l'on commet quand on arrête cette série après un cer- 
tain nombre de termes. 
Si la fonction 

est une fonction paire de p qui ne varie pas quand p change de signe, 
alors, on posant 



«: 



: f (e^NR) = f(e^^)-f-f(e-W-0 ^ 



on verra l'équation (i3) se réduire à la formulé connue 

(i4) ^ = ao-h 2aiC0SGj-+-2aiC0S2Gj-+-.. ., 

la valeur de a„ étant 

I r*^ I r*^ 

(i5) a„=:— / e'^^pf^'Vdp=— l Pcosnpdp. 

Si, dans l'équation (4), on pose a = i, on obtiendra simplement la 
proposition suivante : 

Théorème IV. — Si le résidu intégral 



(0)^(0) \ S ) 

a une valeur déterminée, on aura 

^/"/(•'^>*=::;c(^)- 
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Du théorème IV on déduit immédiatement le suivant : 
Théorème V. — Si le résidu intégral 

(1) (ÎTT) (1) («^)/ /(5,5^) \ 
(0)^(0) (0)^(0) \ ss' } 

a une valeur déterminée, on aura 

\27r/ J^ J^ (0)*^(0) 10)^0) \ ^^ / 

§ II. — Développement de la fonction perturbatrice. 
Soient 

niy m! les masses de deux planètes; 

r, r leurs distances au Soleil ; 

t la distance effective entre ces deux planètes; 

S leur distance apparente, vue du centre du Soleil; 

R la fonction perturbatrice relative à la planète m. 

On aura 

-. m'/"C0S(î m' 

R= -. h... 

II s'agit maintenant de développer les rapports de la forme 

r cos3 
-772- 

et de la forme 

I 
t 

Nous considérerons ici en particulier le rapport -> dont le développe- 
ment offre plus de difficultés et entraine d'ailleurs immédiatement le 
développement de l'autre rapport — 7^— • 
La valeur de t étant 

t = (r* — 2 r/-' cosô -h /•'*)', 
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on en conclut 

On aura d'ailleurs 

et si, pour fixer les idées, on suppose 

r<r', 

alors, pour obtenir le développement de - suivant les cosinus des mul- 
tiples de 5, il suffira de développer suivant les puissances de ~, chacun 

des facteurs qui composent le second membre de l'équation (2). On 
pourra d'ailleurs atteindre le même but à l'aide de la formule (i4) du 
§ I et, de plus, déterminer par la formule (12) du même paragraphe 
les limites de l'erreur que l'on commettra quand on arrêtera le déve- 
loppement obtenu après un certain nombre de termes. La formule (i/j) 
du § I donnera 

(3) - 1= Ao4- 2AiC0sd-f-2A,C0S2^-h. . ., 

la valeur de Af^ étant 

f ( I — 2 -tCOS'j -f- — , ) e'^y/'^dv^ 

ou, ce qui revient au même, 

îit -- -- 

^^■=^{ (-P«"^') \'-?^-''^^-) ^^'■^^'^'d^- 

D'ailleurs, eu égard au théorème II du §1, on pourra, sans altérer la 
valeur précédente' de A^, y multiplier e^^~' par un facteur positif 

compris entre les deux rapports -,> -> ou même par le rapport ^,- 

OEuwres de C, — S. I, t. VII. I 3 
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Donc la valeur de A* pourra être réduite à 

Soient maintenant 

a, a! 

les demi grands axes des orbites des planètes m, m' . Le rapport -^^ 

sera généralement peu différent du rapport -,,• On pourra donc déve- 
lopper 

suivant les puissances ascendantes de la différence 



En opérant ainsi et posant, pour abréger, G — — > 

A:(A:-hi)...(^-h/~i) 



(5) [A:] 



1.9..../ 



on trouvera 
et, par suite, 

/=0 /lr=l 

OU, ce qui revient au même. 



(8) '• '=' 



4- 2 
\ /=0 /lr=l 
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la valeur de P*^ étant 

<.o) P,.,= [^-J^_,__^_ _ _ j cosA-ô. 

Soient maintenant, pour les planètes m et m', 

T, T' 

les anomalies moyennes et 

les anomalies excentriques, liées aux anomalies moyennes et aux 
rayons vecteurs par les formules 



(II) 






dans lesquelles e, e' représentent les excentricités. P^^,/ sera une fonc- 
tion rationnelle des exponentielles trigonométriques 

et pourra être développée suivant les puissances de 
à Taide de la formule 

les signes V s'étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles 
ou négatives de /i, r^ . Donc, dans le développement de Pa,/, le coeffi- 
cient du produit _ 

sera représenté par l'intégrale 

(i3) (^yr / pm^"^"''^''"'''^'^^t^t'. 
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ou, ce qui revient au même, par l'intégrale 

Si l'on suppose, en particulier, /i = o, /i'==o, l'intégrale (i4) sera 
réduite k 

<■-' (rj/'"/"-"-.' s "♦"+■• 

Désignons maintenant par 
le produit 

exprimé en fonction rationnelle de e:^^~\ ^+'v^. Le théorème V du § I 
donnera immédiatement 

De plus, comme on aura, d'une part, 

et, d'autre part, 

e*=: I -h - H h ... H r H 7 I y^' e*^'-'-'' é/y, 

I 1.2 1 . 2 . . . /i i .1, . .hj^ 

on trouvera encore 

p^ étant ce que devient l'intégrale (i4) quand on y remplace, sous le 
signe r, le facteur _ 

g(/iesin'^-f-rt'e'»in4'')\/- 1 
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par le produit 

i .2. . .n Jp 

Cela posé, il est clair que p/, décroîtra indéfiniment pour des valeurs 
croissantes de A, et de telle manière qu'il sera facile de calculer la 
lirçite de l'erreur que l'on commettra en négligeant p^ dans le second 
membre de l'équation (17). Ajoutons que, si l'on pose, dans cette 
même équation, A = oc, on aura simplement 



,21c ^IIZ 



Les formules (i4)» (17)» (18) comprennent les diverses propositions 
que nous avons énoncées dans le préambule de ce Mémoire; nous 
montrerons, dans un autre, comment on peut rendre plus simples 
encore et plus faciles les calculs qui résultent de l'application de ces 
formules. 



180. 

Astronomie. — Sur le nous^eaii développement de la fonction perturba- 
trice et sur diverses formules qui rendent plus facile r application du 
calcul des résidus à l'Astronomie. 

C. R., T. XV, p. 3oi (16 août 184?.). 

Ainsi que je l'ai remarqué dans la séance précédente, le développe- 
ment nouveau que je donne pour la fonction perturbatrice paraît émi- 
nemment propre à simplifier le calcul des mouvements planétaires et 
renferme une série double de transcendantes qui peuvent être facile- 
ment évaluées. D'ailleurs ces transcendantes se trouvent respective- 
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ment multipliées par des facteurs variables dont chacun se développe 
suivant les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes, ou 
plutôt suivant les puissances entières, positives, nulles ou négatives 
des exponentielles trigonométriques qui offrent pour arguments ces 
anomalies, en une série de termes, l'un séculaire, les autres pério- 
diques. De plus, chaque terme séculaire peut être exactement exprimé 
par une fonction finie et même algébrique des éléments elliptiques 
des deux planètes que Ton considère. Enfin, dans chaque terme pé- 
riodique, le coefficient des exponentielles peut être décomposé en 
deux parties, dont l'une s'exprime encore en fonction finie dés élé- 
ments elliptiques, et dont l'autre décroit indéfiniment tant qu'un cer- 
tain nombre entier croît au delà de toute limite; ou bien encore ce 
coefficient peut être représenté par une série simple de quantités dont 
chacune est exprimée par une fonction finie, mais transcendante, des 
éléments elliptiques. Les fonctions finies dont nous venons de parler 
se trouvent représentées chacune par un double résidu, relatif à deux 
variables auxiliaires que l'on substitue aux exponentielles trigonomé- 
triques qui ont pour arguments les anomalies excentriques, et pris 
entre les limites o,i du module de chaque variable. La première opé- 
ration à faire pour calculer ce double résidu est de rechercher les va- 
leurs des variables auxiliaires qui rendent infinie la fonction sous le 
signe £,. Or il arrive fort heureusement que ces valeurs sont en très 
petit nombre et se réduisent à celles que je vais indiquer. 

Dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice, le fac- 
teur variable par lequel chaque transcendante se trouve multipliée 
est, non seulement une fonction entière des quatre exponentielles tri- 
gonométriques qui ont pour arguments les longitudes des périhélies 
et ces mêmes longitudes prises en signes contraires, mais encore une 
fonction entière de l'un des rayons vecteurs des deux planètes et du 
nombre inverse de l'autre, savoir, du plus petit de ces rayons et du 
nombre inverse du plus grand. Cela posé, en partant des formules que 
j'ai rappelées dans le Mémoire du i4 septembre 1840, on reconnaîtra 
immédiatement que, dans chaque double résidu, la fonction sous le 
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signe ^ devient infinie pour deux valeurs au plus de chacune des va- 
riables auxiliaires correspondantes aux deux planètes. Ces valeurs, 
pour la variable auxiliaire qui correspond à la planète la plus éloignée 
du Soleil, sont : i^ la valeur zéro; 2** une valeur positive représentée 
par la tangente de la moitié de l'angle dont le sinus est Texcentricité. 
La seconde de ces deux valeurs disparaît pour la variable auxiliaire 
qui correspond à la planète la plus voisine du Soleil. Par conséquent, 
chaque double résidu, pris entre les limites 0,1 des modules des va- 
riables auxiliaires, se décompose en deux résidus partiels, et qui sont 
relatifs, l'un à des valeurs nulles des deux variables auxiliaires, l'autre 
à la valeur positive de la première variable et à la valeur zéro de la 
seconde. Par suite aussi la série des quantités que renferme le coeffi- 
cient d'un terme périodique se décomposera en deux autres séries, 
formées par des résidus partiels de la première et de la seconde 
espèce. Or, ce qu'il importe de remarquer, c'est que la seconde de ces 
deux séries offrira une somme exprimée par une fonction finie, mais 
transcendante, des éléments elliptiques. Donc, pour obtenir le coeffi- 
cient d'un terme périodique^ il suffira de joindre à une semblable fonc- 
tion la somme d'une série simple de résidus partiels relatifs à des 
valeurs nulles des deux variables auxiliaires. 

Enfin, a l'aide de l'un des théorèmes énoncés dans la séance précé- 
dente, j'établis sans peine quelques propriétés remarquables des fonc- 
tions finies par lesquelles sont représentés les divers résidus partiels 
dont je viens de parler. Je prouve, par exemple, que chacun de ces 
résidus est une fonction paire des deux quantités qui représentent les 
tangentes des moitiés des angles qui ont pour sinus les excentricités, 
et même une fonction paire de chacune d'elles, ou le produit d'une 
semblable fonction par ces mêmes quantités. 

Observons encore que le coefficient de chaque terme périodique 
peut être décomposé, si l'on veut, en une somme de produits dont 
chacun ne renferme que les éléments elliptiques d'une seule planète. 
Pour y parvenir, il suffit : i^ de développer les puissances entières de 
la différence entre les carrés des rapports des rayons vecteurs aux demi 
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grands axes, suivant les puissances entières des deux différences que 
l'on obtient en retranchant Tunité de ces mêmes carrés; 2° de déve- 
lopper, par une formule très simple que je déduis du théorème de 
Lagrange, le cosinus d'un multiple de la distance apparente de deux 
planètes suivant les puissances paires du sinus de la moitié de l'incli- 
naison mutuelle des deux orbites. De cette décomposition il résulte 
immédiatement que le coefficient de chaque terme périodique peut 
être exprimé à l'aide de quelques-unes des transcendantes auxquelles 
on parvient en multipliant une puissance entière, positive ou négative 
du rayon vecteur d'une planète par une puissance entière, positive ou 
négative de l'exponentielle trigonométrique qui a pour argument la 
longitude du périhélie, et en développant le produit ainsi obtenu sui- 
vant les puissances entières de l'exponentielle trigonométrique qui a 
pour argument l'anomalie excentrique. Je prouve, d'ailleurs, que ces 
nouvelles transcendantes sont liées entre elles par des équations 
linéaires qui permettent de les déduire les unes des autres. Ces équa- 
tions se tirent aisément d'un théorème général que j'ai donné dans un 
autre Mémoire, et qui se rapporte au développement d'une fonction 
en série d'exponentielles trigonométriques. 



181. 

Astronomie. — Détermination rigoureuse des termes séculaires dans 
le nouveau développement de la fonction oerturbatrice. 

C. R., T. XV, p. 35; (/a août 1842). 

Comme je l'ai remarqué dans la séance précédente, si le coefficient 
variable de l'une des transcendantes que renferme le nouveau dévelop- 
pement de la fonction perturbatrice est développé à son tour suivant les 
puissances entières, positives, nulles ou négatives des exponentielles 
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trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies moyennes rela- 
tives aux deux planètes que Ton considère, on obtiendra une double 
série de termes, Tun séculaire, c'est-à-dire indépendant des exponen- 
tielles, les autres périodiques ; et le terme séculaire pourra être exprimé 
par une fonction finie des éléments des orbites. Il importait d'obtenir 
cette fonction finie sous une forme simple et à l'aide d'opérations qui 
ne fussent pas trop compliquées. Tel est le but que je me suis proposé 
dans ce nouveau Mémoire. Les formules auxquelles je parviens me 
paraissent dignes de fixer un moment l'attention des géomètres, en 
raison de leur concision et de leur élégance. La méthode par laquelle 
je les établis est facile à saisir. Elle consiste à exprimer chaque terme 
séculaire par une intégrale définie double, dans laquelle les deux 
variables sont les deux angles qui représentent l'anomalie excentrique 
de la planète la plus voisine du Soleil et la longitude de la planète la 
plus éloignée. On calcule aisément la valeur de cette intégrale double, 
parce que la fonction sous le signe Tse réduit à une fonction entière 
des cosinus des deux angles variables, et l'on se trouve ainsi conduit 
à une proposition remarquable dont voici l'énoncé : 

Théorème. — Dans le nouveau dèveloppemenX de la fonction perturha- 
Irice, chaque terme séculaire est le produit de deux facteurs représentés y 
Vun par une transcendante qui dépend uniquement du rapport entre les 
grands a^xes des orbites des deux planètes que ion considère. Vautre par 
le rapport qui existe entre une certaine fonction rationnelle des deux 
excentricités et lepetù axe de l* orbite la plus étendue, la fonction ration- 
nelle des deux excentricités étant d'ailleurs i^ariable avec les angles qui 
déterminent les directions des plans des deux orbites. Seulement il arrive 
quelquefois quun terme séculaire se décompose en deux parties, dont 
l'une est de la forme indiquée, tandis que Vautre se réduit à une fonction 
du rapport entre les grands axes, divisée par le grand axe de V orbite la 
plus étendue. 



Œuvres de C.^ S. I, t. VU. l4 
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Analyse. 
Soient 

/w, m! les masses de deux planètes; 

r, f leurs distances au Soleil; 

t la distance effective entre les deux planètes; 

S leur distance apparente, vue du centre du Soleil; 

R la fonction perturbatrice, relative à la planète m. 

On aura 

, ^ -^ m'/cosô m' 

(I) R=— pi T-^--" 

et si, en nommant 

T, T' 

les anomalies moyennes, on développe les deux rapports 

rcosi I 



-> 



suivant les puissances entières, positives, nulles ou négatives, des 
exponentielles trigonométriqucs 



^T^ ^TV-I 



le second des deux dévelojppements sera le seul qui offre des termes 
séculaires, c'est-à-dire indépendants des deux exponentielles. On aura 
d'ailleurs, comme je l'ai remarqué dans la séance du 8 août. 



/=« /=» k=.i^ 



(2) ^=2»«.'P«.'+=2 2®*''***'" 

les valeurs des quantités 0*,/, P*,/ étant données par les formules 



(3) e*./=— / (I.-e-^^Pï) '(i-0«e^vPï) %(*-^-Ou^-i^y^ 

(4) P*.'-[î],pêi(F«-|^)'«««*^' 
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et les valeurs des quantités 0, [k]i par les formules 

/) a A'(Ar-4-i)...(A:-i-/~-i) 

a' "- i.-* 1.2.3.../ 

dont la seconde donne 

rn ^ i.3...(2/~o 
[2J/ 2.4. ..2/ 

Cela posé, pour obtenir la partie séculaire de -y et par suite celles 

de — et de R, il suffira de chercher la partie séculaire de la fonc- 
tion P^,/. Cette partie séculaire sera 

D'autre part, si l'on nomme 

£, £' les excentricités des deux orbites; 
CT, rs' les longitudes des périhélies; 
p, p' les longitudes des deux planètes; 

p, p' les distances apparentes de ces mêmes planètes à leurs péri- 
hélies; 
'i, ^' les anomalies excenfriques, 

on aura, non seulement 

et 

^j; — £ sinip = T, 4;'— e sin^|;' = T', 

mais encore 

/• I -r- Ê* /•' ' — ''* 

- =1 — ÊC0sd^= ) -7 =1 — e'cosd»'=^ 



a ^ i-hecosp a' ^ i-f-e'cosp' 

et, par suite, 
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Comme, d'ailleurs, on tirera de l'équation (4) 

l'intégrale (5) pourra être réduite au produit 

r a! 

les valeurs de - et de — étant données par les formules 

r , a' I -h fi' cos/>' 
(7) -— I — ecosU/, — — r% 

En conséquence, la forme générale des termes séculaires compris dans 
le développement de - sera 

la valeur de Sf,,i étant 

Il reste à déterminer la valeur de l'intégrale définie Sf^^i, ce qu'on 
ne peut faire qu'après avoir exprimé le facteur cos^5 en fonction des 
angles '| et p'. Or, si l'on nomme I l'inclinaison mutuelle des deux 
orbites, et II, II' les distances apparentes de leur ligne d'intersection 
aux deux périhélies, ou plutôt les différences de longitude entre cette 
ligne et les périhélies, les deux binômes 

p-n, p-n' , 

représenteront, au signe près, les angles formés par les rayons vec- 
teurs r, r' avec la ligne dont il s'agit, et l'on aura, d'après un théorème 
connu de Trigonométrie sphérique, 

(10) cosâ = cos(p — II) cos(p'— n') -i-cosIsin(p — II)sin(p'— II') 
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ou, ce qui revient au même, 

(il) cos3 = (JUcosp'-i-ift)Sinp')cosp -h (3 cosp'-h (D sinp') sinp, 
les valeurs de x, ife, e, (D étant 

X — cosllcosll'-i- cosIsinDsinn', C zz sinllcosn'— coslcosllsin II', 
iib = cosIIsin H'— coslsinllcosll^ (D = sînllsinll'-i- cosi cosllcosll'. 

On pourra d'ailleurs éliminer l'angle p de la formule (ii) à l'aide de 
l'équation 

I — ecosd»= y 

^ I-+-£COSp 

de laquelle on conclura 

cosp = T' sinp— (i — £*)* ■ — r 

^ I — £C0S4/ 1 — fiCOS^' 

et, par suite, 

r r ^ 

(12 ) -cosp = cos^» — Ê, ~sinpr= (i — £*)* sinip. 

On tirera, en effet, de la formule (i i), jointe aux équations (12), 

I-cos3= (e-l»cosp'-i- xiî>sinp') (cosd> — e) 
i 
-h (9 oosp'-h côsinp') (i — s')* sin^». 



La valeur du produit 



-coso 
a 



étant ainsi exprimée en fonction des angles ^ et p', il sera facile d'ex- 
primer de la même manière la valeur du produit 



cosArd. 



On aura effectivement, d'après une formule connue, 

t cos^d = 2*-M cos*ô— ^cos*-*ô-t- -^ cos*-*ô 

(ï4) ] 

\ 4' 3.3 
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et, de cette dernière formule, jointe à l'équation (i3), il résulte que le 
produit 

(-j cosArd 

sera une fonction entière des sinus et cosinus des angles ^ etp\ Donc, 

par suite, eu égard aux formules (7)» la fonction sous le signe y, dans 

Tintégrale représentée par Sjç^i [voir la formule (9)], sera, pour des 

valeurs positives du nombre entier k, une fonction entière des sinus 

et des cosinus des angles ^ etp\ et pourra même être réduite à une 

fonction entière de 

cos*4>, cos'p', 

attendu que les intégrales de la forme 

cos*4'Sin'4'ûf4', / cos*p'sîn'p'e/p' 

s'évanouissent pour des valeurs impaires de k ou de /, et qu'une puis- 
sance paire du sinus d'un angle équivaut à une fonction paire et 
entière du cosinus. Ajoutons que, après la réduction dont il s'agit, 
on tirera aisément la valeur de s^.i de l'équation (9) combinée avec 
la formule 

» r*"" î«f^f 1.3. 5. ..(2/1-1) fil 
2t:J^ ^ ^ 2.4.6.. .2/1 L2J1» 

et que cette valeur de 5^,^ sera évidemment une fonction rationnelle de 
£, £'. Il y a plus : le seul diviseur dépendant des excentricités, dans 
cette fonction rationnelle, sera celui qui s'y trouve introduit par le 
facteur 

c'est-à-dire la quantité 

Donc l'intégrale s^,/ pourra être généralement représentée par une frac- 
tion qui aura pour dénominateur 
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le numérateur étant une fonction entière des deux excentricités £, e' et 
des sinus et cosinus des trois angles 

n, w, I. 

Il suffira d'ailleurs de multiplier cette fraction par la quantité 

qui dépend uniquement du rapport entre les grands axes des orbites 
des deux planètes, puis de diviser le produit ainsi formé par la quan- 
tité 

qui représente la moitié du petit axe de Torbite la plus étendue, pour 
obtenir l'expression (8), c'est-à-dire un terme séculaire quelconque 

du développement de -• En multipliant ce terme séculaire par — m\ 

on obtiendra le terme séculaire correspondant qui entrera dans le dé- 
veloppement de la fonction perturbatrice, et qui, dans l'hypothèse 
admise, c'est-à-dire pour des valeurs positives de A, sera précisément 
de la forme indiquée par le théorème énoncé dans le préambule de ce 
Mémoire. 

Concevons maintenant que l'on pose, pour abréger. 

Les équations (7) et (i3) donneront 

-cos8= j (cosn-hcoslsinn/— i)<;e-îl'*'-*-t-(cosn — coslsinll/^) -eîl'»^ / jh 2e) 

— ^[(sinn— cosIcosnv/CI7);e-n'v':ir4-(ginn-+-co8lcosn/PT)idn'/=ïl^^ 

En vertu de ces équations, jointes à la formule (i4)» la fonction sous 
le signe/* dans l'intégrale (9) deviendra une fonction rationnelle des 



(16) 



/ 
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variables s et ;, et même, si Xr n'est pas nul, une fonction entière des 
quantités 



5, i, Ç, l: 



qui sera du degré A -h 2/ -h i par rapport à i» et du degré Xr -4- 2/ — i 

par rapport à -• Si l'on désigne par f(^, ç) cette fonction, c'est-à-dire si 
l'on pose 

ia formule (9) donnera, pour une valeur positive de k. 

Us, ç) 



(18) 






Le double résidu qui comprend le second membre de la formule (i8) 
n'esit autre chose que la valeur de l'expression 

^'^^ l.2...(A-h 2/-+-1) X I.2...(/i 4- 2/ — 1) 

correspondante à des valeurs nulles de s et de ç. 

Considérons à présent le cas particulier où l'on a ifc = o. Dans ce 
cas particulier, eu égard a la seconde des formules (i5), la valeur de 
f(^, ç), déterminée par l'équation (17), cesse d'être une fonction en- 
tière des quantités 

ç et -, 

ç 

puisqu'elle renferme comme diviseur le binôme 
Mais la formule (9), réduite à 
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et combinée avec les formules 

/ -d^zri / (l — £COSdi)c?d' =:l, 

3^1 5'">'=^^-ï^X '"/=^'-'■■■y. 



donne 

H», s) 



(21) «o,,= (-•)'(•- S'»)* -H r^^ 



la valeur de f(*, ç) étant déterminée, non plus par l'équation (17), 
mais par la suivante : 

Si Ton substitue dans l'expression (8), à la place de l'intégrale s^,/» l^i 
première partie du second membre de l'équation (21), on obtiendra, 
pour la première partie d'un terme séculaire compris dans le dévelop- 
pement de i et correspondant à une valeur nulle de ^, le produit 

qui, même lorsqu'on le multipliera par —m', se réduira toujours à une 
fonction du rapport divisée par le grand axe de l'orbite la plus éten- 
due. Ainsi se trouve complétée la démonstration du théorème que 
nous avons énoncé dans le préambule du présent Mémoire. 

Dans un autre article, j'appliquerai à la détermination des diverses 
valeurs de l'intégrale ^a,/ les formules précédentes et celles qu'on ob- 
tient à la place de l'équation (i4) quand on développe cos^S suivant 

les puissances entières de sin^-- 



OEuvres de C, — S. I, t. VU. 
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182. 

Analyse. — Note sur une formule qui sert à développer, suivant les puis- 

sances entières d'un accroissement attribue au cosinus d'un arc, les 

accroissements correspondants que prennent les cosinus des multiples de 

cet arc. 

C. R., T. XV, p. 4ii (29 août 1842). 

La formule connue qui transforme le cosinus d'un multiple d'un arc 
on une fonction entière du cosinus de cet arc fournit évidemment le 
moyen de développer, suivant les puissances ascendantes d'un accrois- 
sement attribué a ce dernier cosinus, l'accroissement correspondant 
du cosinus de l'arc multiple; mais, dans le développement ainsi ob- 
tenu, chaque puissance de l'accroissement attribué au cosinus de l'arc 
simple se trouve multipliée par une fonction entière de ce même cosi- 
nus, et, dans l'intérêt de l'Astronomie, il convenait de substituer k 
cette fonction entière une fonction linéaire des cosinus des arcs mul- 
tiples. J'y suis heureusement parvenu, à l'aide d'un procédé que je 
vais indiquer dans cette Note, et qui fournit, sous une forme très 
simple, le développement cherché. 

Analyse. 

Soient xs un arc réel et k un nombre entier. On aura, en vertu d'une 
formule connue (voir V Analyse algébrique, p. 234 et 235) (*), 



cosAror = a*-M cos^or — j cos*"*nT -h -^ " cos* 



^ A--3 
(0 

I K KK — 11) {K — D\ ^, 

cos*"®cy-h. 



4» 2.3 



..]. 



Supposons maintenant que Tare u acquière une valeur nouvelle repré- 
sentée par/?, ou, ce qui revient au même, un accroissement représenté 
par/? — CF. Les accroissements correspondants des cosinus 

coscj, cosArcj 

(«) Œuvres de Cauchf, S. II, T. III. 
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cos/? — coscT, coskp — cos/tct; 



115 



et, si Ton nomme a le premier de ces accroissements, ou, en d'autres 
termes, si l'on pose 



(2) 



cos/7=:coscyH-a, 



alors, pour obtenir la valeur de coskp, et par suite la valeur de Tac- 

croissement 

cosA-/?-— cosArtu, 

il suffira de recourir aux formules (i) et (2), desquelles on tirera 



( C0SA'/?:=2*-M I 

(3) *- 



(COSBJ -h a)*— -7 (cosiu •+- a)*-* 



k A:-3, ,. , 1 

^-^(cosni+a)*-*-...J. 



On pourrait aisément développer le second membre de la formule (3) 
suivant les puissances ascendantes de a; mais alors chacune de ces 
puissances se trouverait multipliée par une fonction entière de coscr, 
et, dans l'intérêt de l'Astronomie, il convient de substituer à cette 
fonction entière une fonction linéaire de 

C0SC7, C0S2C7y COSScT, 

On y parviendra en opérant comme il suit. 
Posons 

(4) ePyr^z=s, eo>ri—ç. 

L'équation (2) donnera 





I I 


par conséquent 




(5) 


5r=ç-+-2a > 


et l'on aura 


s 


(6) 


COSA/^rz -(5*_^^-Ar)^ 
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D'ailleurs, si, en supposant la valeur de 5 déterminée par l'équa- 
tion (5), on développe / suivant les puissances ascendantes de 2a, le 
coefficient du rapport 



. 2 . . . /I 



dans ce développement, sera, d'après le théorème de Lagrange, et 
pour Al > o, la valeur de l'expression 

correspondante à ^ — <;, ou, ce qui revient au même, la valeur du pro- 
duit 

uk-hn—i 

(7) Xç^-«D5-*- 



«-(s-*r 



correspondante à la valeur i d'une nouvelle variable « liée à s par la 
formule 

Donc, puisque cosiîp représente la partie réelle de l'expression imagi- 
naire 

.v^'=r. e*^>/-» — cosXrp 4- v^~ I sïnkpf 

le coefTicient du rapport 

(2a)» 
1 .2. . ./i' 

dans le développement de coskp, sera, pour des valeurs positives de /?, 

la partie réelle de l'expression (7), c'est-à-dire la moitié de la somme 

qu'on obtient quand on ajoute à cette expression celle qu'on en déduit 

en y remplaçant 

çzzie^y/^^ par ç-*.: e-c^>/-*. 

Donc, si Ton pose 

(8) cosA'/> = Ko-4-K,(2«)-hK,(2«)*-h...-f-KA-(2a)*, 

on aura, non seulement 

Ko^cosA-cy, 
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mais aussi, pour des valeurs positives de n^ 
k 

OU, ce qui revient au même. 



(— )'-A 



(9) K„=r 






[i.a. 

8 devant être réduit à Tunité après les différentiations. Concevons 
maintenant que l'on développe chacun des rapports 



I 



en progression géométrique. On trouvera, en désignant par / un 
nombre entier quelconque, 



ç-ï/«-/ 



f izz:8-lH-ç««-* -hÇ*«"-' -4-. .. + ç''-«8-' 4--^ i> 

l« — ç* « — s* 

puis, en posant, pour abréger, 

A-(A:4-i)...(^-4-/-i) 



W 



.2...1 



et ayant égard à la formule 

on tirera immédiatement de Téquation (9), jointe aux formules (10), 
k ] I 

(11) Kn=yl-^ [2];»_, [k— /l]„_, C0S(A- — /l — 2 )lîT -h . . . ' "H L„, 

( -+- [^]«-I [k — n — l-h2]n-i C0S(A — /l — 2/4- 2)CT / 

la valeur de L„ étant 



Digitized by 



Google 



118 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

et H devant toujours être réduit à l'unité après les différentiations. 
D'ailleurs, l'équation (8) devant s'accorder avec l'équation (3), la 
valeur de K„, et par suite la valeur de L«, tirée de la formule (ii), 
devront être des fonctions entières de 

I 

C0S?ÎJ = Ç-h -• 

Donc la valeur de L^ qui, en vertu de la formule (12), sera une fonc- 
tion rationnelle de ç, devra, ou devenir infinie avec - pour une valeur 
nulle de ç, ou se réduire à une constante; et, pour que cette réduction 
ait lieu, il suffira de choisir le nombre /de telle sorte que, pour ç = o, 
L„ conserve une valeur finie. Cette condition sera évidemment remplie 
si chacun des rapports 



(i3) 



çk—n—il ç—k-i-n+il 



conserve lui-même une valeur finie pour ç = o. Or, pour une valeur 

nulle de ç, le premier des rapports (i3) conservera une valeur finie 

si l'on a 

A: — n — 2/>— 2, 

et le second si l'on a 

k — n — 2/<o. 

Donc la condition énoncée sera remplie si l'exposant 

k — n — a/ 

se réduit à l'une des quantités 

O, —I, —2, 

par exemple, su k — n étant impair, on suppose 
(i4) A: — n — 2/ = — I, 

ou si, k — n étant pair, on suppose 
(i5) ^_/i__a/ — _a. 

Or, en admettant Tune de ces deux suppositions et réduisant alors ç 
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a zéro dans la formule (12), on tire de cette formule : r*» pour une 
valeur impaire dek — n, 

(16) Ln=o; 

2^ pour une valeur paire de Xr — n, 



(17) 



*''^~"[i.2...(/i-i)]«^*' ^** li« H ) 



Donc, en substituant à / et à L^ leurs valeurs tirées des formules (i4) 
et (16) ou (i5) et (17), on tirera de la formule (11) : i*' pour une 
valeur impaire de ^ — n, 

i[i]a-t [A: — n4-i]«-, cos(X: — /i)cy 
H- [2]„-, [k — /i];,-, cos(Ar — /i — 2)Gy 
-H [3]«>i [A- — /i — f];j_| cos(A' — n — 4)cy -h. . 

2,^ pour une valeur paire de * — n, 

/ [i]«-i [Xr — n-H i]«_, cos(A: — /i)cy 
-h [2]„_, [/: — n]„_i cos(A- — n — 2)cy 

A F 

(19) K„= - / _^ |-3]^_j [/^ _ ^ _ ,]^_j cos(X: — /l — 4)By -H. . 



Il est bon d'observer que les formules (18), (19) sont Tune et l'autre 
comprises dans la formule 

l=:k-n 
1 = 

que l'on pourrait remplacer par la suivante 



/=* — n 

(21) 

/( 
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on supposant dans cette dernière le signe S étendu aux seules valeurs 

paires de /, lorsque k — l serait pair, et aux seules valeurs impaires 

de /, lorsque Xr — /serait impair. 

Si, dans la formule (i8) ou (19)» on attribue successivement à i les 

valeurs entières 

I, 2, 3, 4» ••.» 

on tirera de ces formules, jointes à l'équation (8) : i® pour des valeurs 
impaires de k, 

cosA/7 = cosAnr h- Ai C08(A-—i)t!j-+- cos(A — 3)m-+-. . .-f- cosaw ■+- - 1 (aa) 

-h ^ |(A--i)cos(A — 2)w-\- 2(A-- ?.)cos(A — 4)nT -+-... h ~ -cosnj (aa)* 

j A-TA — 9. A — I ,, .,, 2.3A — 3A — a ,, ^^ 1 /A — i A-4-i\n , ,, 
f _^ cos(A-- 3)T!j-i cos(A — 5)m-!-...-h - ( j—) (2a)* 

-+- ; 

2** pour des valeurs paires de k, 

cos f>p = cosAm -h A[co8(A — i)t!j ■+- cos(A — 3)nT h-, . .-h cos3m -+- costh] (aa) 



\ -+-- (A — i)cos(A — a)nT-4- a(A — a)cos(A — 4)nT-i-. . .4- - (-) ('^a)* 

1 ATA — a A— I ,, _. a.3A— -aA — 3 ,, _. AAn-aA — aA "| , . 

I -h- cos(A — 3)nTH cos(A — 5)TïJ-i-...H -cosTsiKaa)» 

f 3^1 a ^ r.ai a ' a 4 a4 J 



Ainsi, en particulier, on trouvera 

cos p 11= cos w -h a, 

C0S2/; — cosacy-h ^<xcosrs-h 2 a', 

cos 3/? = cos3By-h 3a{i4- 2C0S2ct) -+- i2a*cosBy-i- /Ja', 

cos 4/? = cos4tïj -h 8a(cosBy 4- cos3cy) 4- 8 a* (2 -h 3 cosacj) -h 32 a' cos ci -h 8 «S 

Dans un autre article je montrerai les avantages que Ton peut retirer 
de ces diverses formules appliquées à l'Astronomie. 
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183. 



Astronomie. — Décomposition de la fonction perturbatrice en produits 
de facteurs dont chacun se rapporte à une seule planète. 

C. R., T. XV, p. 478 (5 septembre 1842). 

Il est aisé de s'assurer que la fonction perturbatrice peut être, 
comme les divers termes de son développement, décomposée en pro- 
duits de facteurs dont chacun soit relatif a une seule planète; mais il 
importe d'opérer cette décomposition d'une manière qui rende facile 
le calcul des perturbations planétaires. En réfléchissant sur cet objet, 
je suis arrivé à reconnaître que, pour remplir la condition dont il 
s'agit, il suffit de recourir à l'artifice analytique qui m'a fourni le 
nouveau développement de la fonction perturbatrice. C'est ce que je 
vais essayer d'expliquer en peu de mots. 

Analyse. 
Soient 

r, r' les distances de deux planètes au Soleil; 

X leur distance effective; 

Z leur distance apparente ; 

p, p' les distances apparentes de deux planètes à leurs périhélies; 

n. H' les distances apparentes de la ligne d'intersection des deux 

orbites à ces mêmes périhélies; 
I l'inclinaison mutuelle des deux orbites. 

Il sera facile de décomposer la fonction perturbatrice relative a la 
planète m en produits de facteurs dont chacun soit relatif à une seule 
planète, si l'on sait décomposer en produits de cette espèce le rap- 
port -• Or on aura, d'une part, 

(i) - = (r«— . 2rr'cos5 -h /''*)"*; 

OFMvres de C. — S. I, t. VU. l6 
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d'autre part, 

(2) cosâ = cos(p — n)cos(p'— n') 4- cosi sin(p — II) sin(p'— II'); 
puis, en ayant égard à la formule 

cosI =1 — 2 sin'- 
2 

et posant, pour abréger, 

* = p'— p — n'4-n, 

""i— fasin-j sin(p — n)sin(p'— H'), 

on tirera de Téquation (2) 

(3) cosd^cos* — {^, 

Cela posé, on aura encore 

(4) 1. -=(/•«— 2 rr'cos *-+-/•'* -h /•r'^'i)"*, 
par conséquent 



( 1 -(,.«— 2 /t'oOS^ -+-/•'*) - — J /•/•'.">(/•«— 2/7-' C0S4> -H/'*) * 

4- f^(/v'-'\)»(/-«— 2 rr'cos4> -{-/•'*) *--.... 
\ 2.4 



Soient maintenant a, a' les demi grands axes des planètes que Ton 
considère. Supposons d'ailleurs, pour fixer les idées, 

a < a', 
et prenons 

a 

En opérant, comme dans la séance d<i 8 août, on tirera de l'éoua- 
tion (i) 

(6) ;-^2®''''^»-'-*-^2 2®*-'***-" 
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les valeurs de 0^,/, Pa,/ étant données par les formules 



et la valeur de [k]^ étant 

[kl-. -—— 

Mais, si a l'équation (i) on substitue l'équation (5), alors, en opérant 
toujours de la même manière, on trouvera 



/=0 k=l 



(-) t 



\ /=0 1=0 k=i J 



; /=• i=m k = » 



\ / = / = *=rl ; 






les valeurs de 

<^A-,/> ^^A,/» ^A,/t •••» Q/t, / 

étant déterminées par les formules 

Zkj=—\ (j-e--'^/^) *(i_0«e^v^-i) %^A--0;^\CT^^^ 



f.k / ,.î ^l\/ 
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en sorte qu'on aura identiquement 

Or, pour décomposer le second membre de Téquation (5) en produits 
(le facteurs dont chacun soit relatif à une seule planète, il suffira évi- 
demment de décomposer en produits de cette espèce chacune des 
expressions 

On y parviendra immédiatement à Taide des équations qui fournis- 
sent les valeurs de ces expressions. En effet, on trouvera, en premier 
lieu, 

(8) _-,'j=:^2sm-j (rsmp)-^, 

.puis, en second lieu, en substituant à $ sa valeur, 

( Q*.= î tSJt (^; - ^)V'P-n',^e-.p-ii.v-^ 

(o) < 

/ _L. i " ^ (L — ] e-^(p'-n')vCTgA(p-n)v/-i 

<■«) (5-^)'=2(-)M<u(.-s)*(.-^.r*' 

la valeur dé (/)a étant 

(^)*~ TXTjÎ 

En vertu des formules (7), (8), (9), (10), le rapport - se décompose 
évidemment en produits dont les facteurs variables sont de Tune des 
formes 

1 rf(i—^j e=^^PN/^sin«'p, 

(I') \ (^_r^Y' 

i ^ — ^^r"^ e^*pV^ sin^p'. 
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/,y*, g^ A, h\ k désignant des nombres entiers. On arriverait à la même 
conclusion en partant de la formule (6) et en y substituant, dans la 
fonction Vj^^i, la valeur de cos^S, développée, à l'aide des principes 
établis dans la précédente séance, suivant les puissances ascendantes 
de ^3. 

Il est bon d'observer qu'en substituant à l'équation (lo) la sui- 
vante 

(?.-S)'=2(->-(o.(^)"(l4)"-* 

on aurait obtenu la décomposition de - en produits proportionnels à 
des facteurs de la forme 

(i3) ) j 

\ -7,-^e=p^pV^sin«'p'. 

Mais la formule (lo) paraît devoir être préférée à la formule (12), par 
cette raison que les binômes 

sont des quantités très petites de l'ordre des excentricités. 

Remarquons encore que, dans les expressions (11) et (i3), on peut 
transformer en sommes d'exponentielles les deux produits 

e^*p v'^ sin^'p, e^*pV^ sin'p'. 

Observons enfin que, pour des valeurs positives de /> les intégrales 
définies, ci-dessus désignées par 

«^A,/> '^A-,/> ^k',h •••> 

seront généralement peu considérables par rapport à celles que l'on 
obtiendrait si le facteur 1 — e-"^^ , renfermé sous le signe f dans 
ces intégrales, s'y trouvait élevé à la même puissance que le facteur 
I — O^e'^v'-* , c'est-à-dire qu'elles seront généralement peu considéra- 
bles par rapport à celles qui servent à exprimer la plupart des trans- 
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<!endantes comprises dans le développement ordinaire de la fonction 
perturbatrice. D'ailleurs les valeurs de 

<^^*,/, '^W,/ ^A:,/> • . ■ 

pourront être immédiatement déduites des diverses valeurs de la 
transcendante représentée par 0^,/ dans la formule (G). En effet, on 
aura d'abord identiquement 

et, de plus, comme, en intégrant par parties, on trouvera générale- 
ment 

2rJi J^ 

27r/^ J^ ' 
on en conclura 

Dans d'autres articles je donnerai les formules qui servent à cal- 
culer facilement les diverses valeurs de la transcendante 0^,/ ou a les 
déduire les unes des autres, et je développerai aussi les expres- 
sions (il) suivant les puissances entières des exponentielles trigono- 
inétriqucs qui ont pour arguments les anomalies moyennes. 
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184. 



Théorie de la lumière. — Noie sur le calcul des phénomènes que présent c 
la lumière réfléchie ou réfractée par la surface d'un corps transparent 
ou opaque. 

C. R., T. XV, p. 4i8 (29 août 1842). 



Les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, pendant 
le premier semestre de Tannée i836, renferment diverses Lettres que 
j'ai adressées de Prague à plusieurs membres de cette Académie, et 
qui sont relatives à la réflexion ou à la réfraction de la lumière par la 
surface extérieure ou intérieure des corps transparents ou opaques. De 
plus, dans la 7* Livraison des nouveaux Exercices de Mathématiques, 
reçue par l'Académie des Sciences en août i836, et mentionnée dans 
le Bulletin bibliographique du iG août (T. III des Comptes rendus. 
p. 179), j'ai dit positivement que les lois de cette réflexion et de cette 
réfraction se déduisaient des formules générales données au bas de la 
page 2o3 de cette même Livraison. Je viens aujourd'hui justifier cette 
assertion, qui se trouve reproduite, avec les formules dont il s'agit, 
dans le Compte rendu de la séance du 17 juin 1839 (voir les observa- 
tions relatives h une Lettre de M. Mac-Cullagh, p. 970) (*), et prouver 
que de ces formules on peut tirer, en eff*et, les conclusions énoncées 
dans mes diverses Lettres de mars et d'avril i836. Pour simplifier les 
calculs, j'ai eu recours à la considération des variables imaginaires, 
que î'ai substituées aux déplacements moléculaires dans le Mémoire 
lithographie d'août i836, c*est-àKlire, en d'autres termes^ à la consi- 
dération de ce que j'ai nommé, dans mes nouveaux Mémoires, les 
déplacements symboliques des molécules. 

(>) OEuvres de Cauehj, S- 1, T. IV, p. 333. 
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Analyse. 

§ I. — Équations d'un mouvement simple de l*éther. 

Considérons un mouvement simple de Téther renferme dans un 
milieu dont la constitution reste partout la même, et soient, au bout 
du temps /, 

;, Y], Ç les déplacements rectangulaires infiniment petits, mais effec- 
tifs, de la molécule dont les coordonnées rectangulaires étaient 
représentées à l'origine du mouvement par rr, y, s. 

Soient encore 

^, Y], ^ les déplacements symboliques de la même molécule, c'est- 
k-dire des variables imaginaires dont Ç, y], Ç représentent les parties 
réelles. Ces déplacements symboliques seront de la forme 

//, r, (V, s. A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si 
la constante s devient réelle, le mouvement simple sera persistant, et 
alors la valeur de s, ou la durée 

T- — 

s 

des vibrations moléculaires, déterminera, dans la théorie de la lu- 
mière, la nature de la couleur. Si la propagation de la lumière s'effec- 
tue en tous sens suivant les mêmes lois, ou, en d'autres termes, si le 
milieu donné est isophane, la valeur de *, déterminée par la formule 

(2) ^«z= a» 4- (;»-+-«'«, 

sera liée à 5 par une certaine équation, en sorte que, 5 étant connu, >tle 
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sera pareillement, et de plus les coefficients A, B, C vérifieront la con- 
dition 

(3) uk-{-vB-{-wC~o 

(voir les pages 56 et 88 du Mémoire lithographie sous la date d'août 
i836). Enfin, si l'on dispose de la direction des axes coordonnés, ce 
qui est toujours possible, de manière que Ton ait 

(4) «^ = o, 
les formules (2), (3) donneront 

(5) k^=zu^-hv\ 

(6) uA-\-vB=^o, 

et l'on vérifiera l'équation (4) en posant 

H désignant une constante réelle ou imaginaire. Alors aussi les équa- 
tions (i) pourront être remplacées par quatre équations de la forme 

(7) ^=^^' '^"^'^k^' 

(8) «=:Ke(«^-*-»'r-*o/^, Ç — Cef"*-^»'J'-''>V^, 

« désignant une nouvelle variable imaginaire. 

Lorsque le milieu donné devient transparent, A est une quantité 
réelle que Ton peut supposer déterminée par l'équation 

(9) a==(m»+v>«+«^')S 

et par conséquent positive. Alors aussi 1/, ^, w seront réels, si le mou- 
vement simple se propage dans le milieu donné sans s'affaiblir. Dans 
ce cas, la longueur 






OFMurea de C. - S. I, t. VH. 
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sera l'épaisseur d'une onde lumineuse, ou la longueur d'une ondula- 
tion, et les rapports 

représenteront les cosinus des angles que formera la perpendiculaire 
au plan d'une onde avec les demi-axes des coordonnées positives. Donc 
alors, quand la condition (4) sera remplie, les plans des ondes seront 
parallèles à l'axe des s; et si d'ailleurs on a choisi les demi-axés des 
coordonnées positives de manière que les coefficients m, v soient posi- 
tifs, on aura 

(10) -znCOST, -r=smT, 

T désignant l'angle formé par la perpendiculaire au plan d'une onde 
avec le demi-axe des x positives. De plus, si, dans cette hypothèse, on 
nomme « la partie réelle de la variable imaginaire », les formules (7) 
entraîneront les suivantes 

(11) ^— jf**' ^~^^**' 
que Ton pourra réduire à 

(12) 5=:«C0ST, Y)= — «SillT. 

Or il est clair qu'en vertu des formules (12) « représentera le déplace- 
ment d'une molécule d'éther mesuré parallèlement au plan des x^ j, 
et pris avec le signe -h ou avec le signe —, suivant que la molécule se 
trouvera transportée du côté des x positives ou du côté des x néga- 
tives. Cela posé, si, dans le mouvement simple que l'on considère, 
chaque rayon lumineux est regardé comme formé par la superposition 
de deux autres, dont le premier soit renfermé dans le plan des x^ j, et 
dont le second offre des vibrations perpendiculaires à ce même plan, 
les déplacements effectifs ou symboliques des molécules se trouveront 
évidemment représentés, dans le premier des deux rayons compo- 
sants, par les variables », »; dans le second, par les variables ^, ^. 
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§ IL — Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation 
de deux milieux isophanes. 

Si l'on adopte comme conditions relatives à la surface de séparation 
celles que j'ai données dans la 7* livraison des Noweaiix Exercices de 
Mathématiques, page 2o3 (*)» '^ dilatation linéaire de l'éther, mesurée 
perpendiculairement à cette surface, conservera la même valeur dans 
le passage du premier milieu au second, et l'on pourra en dire autant 
des trois fonctions différentielles alternées 

D.TO-D^Ç, D,Ç-D,^ DyÇ-D^Yî, 

$, Y], î désignant les déplacements rectangulaires d'une molécule 
d'éther dont les coordonnées initiales étaient or, y, 5. Supposons, pour 
fixer les idées, que, les deux milieux étant séparés l'un de l'autre par 
le plan des y, 5, l'axe des z soit parallèle au plan des ondes lumi- 
neuses, et par conséquent perpendiculaire au plan d'incidence. Si l'on 

nomme 

h -n, Ç el r, -n', V 

les déplacements des molécules mesurés dans le premier et dans le 
second milieu, ces déplacements seront indépendants de la coordon- 
née 5, et l'on aura, pour a? = o. 

Concevons maintenant que, pour plus de commodité, on décompose 
chaque déplacement, mesuré dans le premier milieu, en deux autres, 
dont le premier soit relatif au rayon incident, le second au rayon ré- 
fléchi. Soient alors 

l -0, ç 

les déplacements d'une molécule, mesurés dans le rayon incident, et 
$,, Y],, X,^ les déplacements mesurés dans le rayon réfléchi. On devra, 
dans les formules (i), remplacer les trois lettres 

l -n, Ç 

( » ) OEuvres de Cauchj, S. ÏT, T. X. 
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par les trois sommes 

?-+-i, tî-HT),, Ç-f-î,. 

Donc, à la place des formules (i), on obtiendra les suivantes : 

^""^ > D^(C + Ç,) = D,Ç', D^(Ç -+-Ç,)=:D^r. 

Soient maintenant 

I, >i, Ky ïf ri",, ç,, i', yT, C^ 

les déplacements symboliques correspondants aux déplacements effec- 
tifs 

^, r), Ç, $„ m,, Ç„ ^', Y]', C, 

on pourra supposer ces déplacements symboliques assujettis à vé- 
rifier, pour x = o, des conditions semblables aux formules (2), 
savoir : 

D'autre part, les déplacements symboliques 

seront liés à a?, y, 5, / par les formules (7), (8) du §1, c'est-à-dire par 
des équations de la forme 

et si l'on nomme 

^/> ,"/> *'/» «!'/> ^/» H„ C7 ou ^, a', i^', w', A:', IT, (? 

ce que deviennent 

s, Uy Vy w, k. H, C, 

quand on passe du rayon incident au rayon réfléchi ou réfracté, cha«- 
cune des formules (4) continuera de subsister, quand on y affectera 
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d'un accent inférieur ou supérieur toutes les lettres autres que x, y, 
Zy t. Cela posé, chacune des conditions (3) se réduisant à une équation 
de la forme 

dans lesquelles y, y,, Y représenteront trois quantités constantes, 
entyainera immédiatement, en vertu d'un théorème établi dans les 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (5* et 6* livraison, 
p. i58) (*), les deux conditions 

(5) v=zv,=iv\ 5 = 5, = s'; 

et, comme la formule 



entraînera encore celle-ci 



S,z=zS 



k,^k. 



les trois équations analogues à la formule (i) du § I, savoir, 

(6) tt«4-(;«zzz^«, ul^v}=k^, u'^^v'^—k'^, 
deviendront 

(7) M«4-v^»— ^», a? 4- (;*=/:*, «'*-+-('«= X:". 
On aura donc, par suite. 



M? = A:«— t^«= w», 



puis on en conclura 

(8) 



". = — w. 



u^ ne pouvant se réduire à u. Donc, en passant du rayon incident au 
rayon réfléchi ou réfracté, on obtiendra, au lieu des formules (4)» les 
suivantes : 



(9) 



(10) 



( H,=:H,e(- 



^/ — j^/> ^1 — "~ yf **/♦ 

ux-k-vy-st) /^^ F — - (î" ^{-nx-^vy-st) ^^\^ 






(«) (Mwres de Cauchj, S. fl, T. XI. 
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Or, eu égard aux formules (4). (9). (10), les conditions (3) donne- 
ront 

( "(h-h;)=">h', k(û+w,)=k'w, 
(II) M A^ 

( «(C-C,) =«'C', C + C,-C'. 

Si, dans les formules (i i), on pose, pour plus de commodité, 

n;=ïir, c;=jc; ïr-^fH, u=Tc, 

on trouvera simplement 

jX^-l)=^î', k(i + ï) = A'î', 



ot, par suite, 

(13) 



«(l-j)=«'J', l + j =:J' 



= _ k'*u — k '-u' p _ -xkk 'u __ 



u' ->r u u' -h 



Ces dernières formules comprennent effectivement celles que nous avons 
données dans les Comptes rendus de i836 et de iSSg comme propres 
à représenter les lois de la réflexion et de la réfraction produites par 
la surface extérieure ou intérieure d'un corps transparent ou opaque. 
C'est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans un nouvel 
article. 



185. 

Physique mathématique. — Méthode abrégée pour la recherche des lois 
suivant lesquelles la lumière se trouve réfléchie ou réfractée par la sur- 
fojce d'un corps transparent ou opaque. 

C. R., T. XV, p. 54a (12 septembre 1842). 

Un Mémoire que j'ai offert à TAcadémie dans les séances des 18 mars, 
25 mars et 1" avril 1839, contient une méthode générale propre à 
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fournir les conditions relatives aux limites des corps dans les problèmes 
de Physique mathématique. Dans d'autres Mémoires, que renferment 
les Comptes rendus des séances de la même année, ainsi que dans les 
Exercices d' Analyse et de Physique mathématique ^ j'ai appliqué la mé- 
thode dont il s'agit à la recherche des lois suivant lesquelles un rayon 
lumineux se trouve réfléchi ou réfracté par la surface de séparation de 
deux milieux isophanes. Mais il restait à montrer comment la méthode 
s'applique au cas où les milieux donnés cessent d'être isophanes. 
D'ailleurs il était à désirer que ces diverses applications fussent pré- 
sentées sous une forme simple et presque élémentaire, de telle sorte 
que l'esprit des lecteurs peu familiarisés avec le Calcul intégral pût 
aisément saisir les principes sur lesquels repose la théorie mathéma- 
tique de la réflexion et de la réfraction. Tel est le double but que 
je me suis proposé dans un nouveau travail dont je vais donner le 
résumé en peu de mots. 

Dans le système des ondulations, les phénomènes lumineux ré- 
sultent, comme on sait, de mouvements vibratoires propagés à travers 
un fluide lumineux ou éther dont les molécules agissent les unes sur 
les autres à de très petites distances. En effet, les phénomènes s'ex- 
pliquent très bien lorsqu'on admet ces mouvements vibratoires et 
qu'on les suppose semblables aux mouvements infiniment petits des 
systèmes de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de ré- 
pulsion mutuelle. 

Cela posé, considérons en particulier un seul système de molécules 
qui agissent les unes sur les autres k de très petites distances, et con- 
cevons que la position de chaque molécule soit rapportée à trois axes 
rectangulaires deso;, j, z. Les trois équations d'un mouvement quel- 
conque du système seront trois équations aux dérivées partielles, ou 
même trois équations aux diff*érences mêlées, qui devront servir à dé- 
terminer, au bout d'un temps quelconque /, les trois déplacements 
d'une molécule, mesurés parallèlement aux axes, en fonction des 
quatre variables indépendantes, savoir, des coordonnées et du temps. 
D'ailleurs, en considérant les trois déplacements dont il s'agit, ainsi 
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que leurs différences finies et leurs différentielles ou dérivées, comme 
des quantités infiniment petites du premier ordre, et négligeant les 
infiniment petits du second ordre, on devra, dans les trois équations 
du mouvement, conserver seulement les premières puissances de ces 
déplacements et de ces différences finies ou dérivées. On verra ainsi 
les trois équations du mouvement se réduire à trois équations linéaires, 
qui seront d'autant plus exactes que les déplacements seront plus pe- 
tits, et qui représenteront ce que nous appelons les mouvements infini- 
ment petits du système donné. 

Puisque les équations des mouvements infiniment petits d'un sys- 
tème de molécules ou points matériels sont linéaires, lorsqu'on con- 
naîtra plusieurs intégrales particulières de ces équations, il suffira de 
les combiner entre elles par voie d'addition pour en obtenir d'autres. 
Donc, étant donnés plusieurs mouvements infiniment petits que peut 
prendre le système, un nouveau mouvement, dans lequel chaque dépla- 
cement moléculaire aurait pour valeur la somme de ses valeurs rela- - 
tives aux mouvements donnés, sera encore un des mouvements infini- 
ment petits que le système est susceptible d'acquérir. On dit alors qu^ 
le nouveau mouvement résulte de la superposition de tous les autres. 

Ce n'est pas tout : puisque les trois équations des mouvements 
infiniment petits d'un système de points matériels sont linéaires, les 
valeurs qu'elles fournissent pour les déplacements d'une molécule 
sont les parties réelles de variables imaginaires qui vérifient trois 
autres équations de même forme. Ces variables imaginaires et les 
équations qu'elles vérifient sont ce que nous appelons les dépldce- 
ments symboliques d'une molécule et les équations symboliques des 
mouvements infiniment petits. Si d'ailleurs les trois équations réelles 
de ces mouvements sont indépendantes de l'origine des coordonnées, 
en sorte qu'elles ne se trouvent pas altérées quand on transporte l'ori- 
gine d'un point à un autre, la manière la plus simple de vérifier les 
équations sym^boliques sera d'égaler chaque déplacement symbolique 
au produit d'un paramètre constant, réel ou imaginaire, par une expo- 
nentielle népérienne, dont l'exposant, réel ou imaginaire, se réduise 
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à une fonction linéaire des coordonnées et du temps et s'évanouisse 
avec les variables. Le mouvement infiniment petit que l'on obtient 
dans cette hypothèse est ce que nous appellerons un mouvement 
simple. L'exponentielle népérienne, à laquelle chaque déplacement 
symbolique restera proportionnel dans un mouvement simple, sera 
nommée le symbole caractéristique de ce mouvement. Ce symbole 
restera toujours le même, quel que soit celui des axes coordonnés 
auquel se rapporte le déplacement effectif, et dans le cas même où 
le déplacement effectif serait mesuré parallèlement à, un axe quel- 
conque, arbitrairement choisi. Mais la position de cet axe influera sur 
la valeur réelle ou imaginaire du paramètre par laquelle on devra 
multiplier le symbole caractéristique pour obtenir le déplacement 
symbolique dont le déplacement effectif est la partie réelle; et, par 
suite, les déplacements symboliques correspondants aux trois axes 
coordonnés renfermeront en général trois paramètres différents. Ces 
trois paramètres et les quatre coefficients réels ou imaginaires par 
lesquels les variables indépendantes seront multipliées dans l'expo- 
sant du symbole caractéristique vérifieront trois équations finies, qui 
se déduiront sans peine des équations des mouvements infiniment 
petits; et, si l'on élimine les trois paramètres entre ces trois équations 
finies, on obtiendra précisément l'équation résultante à laquelle nous 
avons donné le nom adéquation caractéristique, 

La nature d'un mouvement simple, tel qu'il vient d'être défini, 
dépend surtout du symbole caractéristique représenté; comme nous 
l'avons dit, par une exponentielle trigonométrique dont l'exposant est 
une fonction linéaire des quatre variables indépendantes. Ce mouve- 
ment simple sera durable ou persistant, et se propagera sans s'affai- 
blir si l'exposant du symbole caractéristique n'offre pas de partie 
réelle, et alors chaque déplacement effectif d'une molécule sera le 
produit d'une constante réelle, équivalente au module du paramètre, 
par le cosinus d'un certain angle variable appelé /?Aâwe, cet angle étant 
d'ailleurs une fonction réelle et linéaire des variables indépendantes. 
En multipliant un semblable produit par le module du symbole, c'est- 

OEuvres de C,- SA, t. VU. l8 
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à-dire par une exponentielle dont l'exposant sera encore une fonction 
réelle et linéaire des variables indépendantes, on obtiendra la forme 
générale des déplacements effectifs des molécules, dans le cas oii le 
mouvement simple s'éteint par degrés avec le temps, ou s'affaiblit en 
se propageant. Dans tous les cas, les déplacements effectifs des molé- 
cules, mesurés parallèlement à un axe quelconque, s'évanouiront, 
pour une même molécule, après des intervalles de temps égaux, dont 
chacun sera la moitié de ce qu'on nomme la durée d'une vibration 
moléculaire, et à un même instant pour toutes les molécules situées 
dans des plans parallèles à un certain plan invariable et séparés entre 
eux par des distances dont chacune sera la moitié de ce qu'on nomme 
la longueur d'une ondulation. Le système donné sera divisé par ces 
mêmes plans en tranches composées de molécules qui, lorsqu'on pas- 
sera d'une tranche à la suivante, se trouveront déplacées en sens 
inverses; et la réunion des deux tranches contiguès formera ce qu'on 
appelle une onde plane, la longueur d'ondulation représentant l'épais- 
seur de cette onde. Le temps venant à croître, chaque onde se dépla- 
cera dans l'espace avec son plan, ou plutôt avec les plans qui la ter- 
minent, et la vitesse de propagation d'une onde sera le rapport qui 
existe entre son épaisseur et la durée des vibrations moléculaires. 
Ajoutons que, si un mouvement simple s'affaiblit et s'éteint en se 
propageant, le coefficient variable du cosinus de la phase, dans chaque 
déplacement effectif, décroîtra en progression géométrique, tandis 
que la distance d'une molécule à un second plan invariable croîtra en 
progression arithmétique. 

Étant donné le symbole caractéristique du mouvement simple, on 
connaît immédiatement la durée des vibrations de laquelle dépend la 
nature de la couleur, les directions des deux plans invariables dont 
nous avons parlé, par conséquent la direction des plans des ondes et 
l'épaisseur d'une onde plane ou la longueur d'une ondulation. 

Quant au paramètre que renferme un déplacement symbolique, il 
est le produit d'un module constant par une exponentielle dont l'ar- 
gument est ce que nous appelons le paramètre angulaire. Lorsque le 
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mouvement simple est durable ou persistant, le module dont il s'agit 
représente la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurées 
parallèlement à un axe donné. Ajoutons que, dans tous les cas, le 
paramètre angulaire représente la phase correspondante à des valeurs 
nulles des variables indépendantes. 

Nous avons déjà observé que les coefficients réels ou imaginaires, 
par lesquels le temps et les coordonnées se trouvent multipliés dans 
le symbole caractéristique d'un mouvement simple, sont liés entre eux 
par Tçquation caractéristique. Ajoutons que cette équation renferme 
seulement le carré du premier de ces coefficients, et qu'elle est du 
troisième degré par rapport à ce carré. Donc, si l'on prend ce carré 
pour inconnue, elle offrira trois racines. A ces trois racines, lors- 
qu'elles sont inégales, correspondent trois espèces de mouvements 
simples, qu'un seul système de molécules est susceptible de pro- 
pager. Mais il peut arriver que deux des trois racines se réduisent 
à une racine double, et alors les trois mouvements simples se rédui- 
ront à deux seulement. Si l'on excepte ce cas particulier, les rapports 
des trois paramètres que renferment les déplacements symboliques 
correspondants aux trois axes x, y, z seront complètement déter- 
minés pour chaque mouvement simple. Cela posé, considérons un 
mouvement simple qui se propage sans s'affaiblir. On conclura des 
remarques précédentes que, pour une direction donnée du plan inva- 
riable parallèle au plan des ondes, les directions des vibrations molé- 
culaires seront, en général, complètement déterminées, ainsi que la 
vitesse de propagation des ondes planes. Toutefois, si deux des mou- 
vements simples que le système de molécules est susceptible de pro- 
pager se réunissent, les vibrations de chaque molécule, dans les deux 
mouvements réduits à un seul, ne seront plus dirigées suivant une 
droite déterminée, mais seulement comprises dans un plan déterminé, 
et par suite chaque molécule décrira une courbe plane. D'ailleurs, 
comme le calcul le fait voir, cette courbe sera toujours ou un cercle 
ou une ellipse. 

Concevons maintenant qu'à un instant donné on fasse passer par un 
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même point diverses ondes planes correspondantes à divers mouve- 
ments simples, ou plutôt les plans qui terminent ces ondes, et sup- 
posons ces plans infiniment peu inclinés les uns sur les autres. Alors, 
le temps venant à croître, ces plans se déplaceront avec les ondes dont 
il s'agit, et le point commun à tous ces plans se déplacera lui-même 
en parcourant une certaine droite. Si le système de molécules donné 
est Téther ou le fluide lumineux répandu dans un corps, cette droite 
sera ce qu'on appelle, dans la théorie de la lumière, Vaxe d'un rayon 
simple. Le rayon simple de lumière ne sera lui-même autre chose que 
la file des molécules d'éther qui, originairement situées sur cet axe, 
s'en écartent à chaque instant dans un sens ou dans un autre, en vertu 
du mouvement simple correspondant à l'une des ondes planes dont 
nous avons parlé. 

Aux trois espèces de mouvements simples qui, d'après ce qu'on a 
dit ci-dessus, pourront généralement se propager dans une masse de 
fluide éthéré, correspondent trois rayons simples. Si ces trois rayons 
demeurent distincts, et si chacun d'eux se propage sans s'affaiblir, les 
vibrations des molécules d'éther seront dans chaque rayon constam- 
ment parallèles a un certain axe, et par conséquent chaque molécule 
décrira une ligne droite; mais il n'en sera plus de même si deux 
rayons se réunissent en un seul, ce qui arrivera quand le système de 
molécules sera tellement constitué qu'un mouvement simple s'y pro- 
page en tous sens suivant les mêmes lois. Un tel système de molécules 
est ce que nous nommons un système isotrope, et, dans la théorie de la 
lumière, un système isophane. Lorsque, dans un système ou milieu 
isophane, un rayon simple se propage sans s'affaiblir, les vibra- 
tions des molécules qui composent ce rayon sont nécessairement, 
ou transversales, c'est-à-dire comprises dans des plans perpendicu- 
laires à l'axe du rayon, ou longitudinales, c'est-à-dire dirigées suivant 
cet axe. Dans les milieux non isophanes, les vibrations qui se pro- 
pagent sans s'affaiblir sont encore sensiblement transversales ou lon- 
gitudinales par rapport aux rayons. Les vibrations transversales ou 
sensiblement transversales sont celles qui, dans l'opinion des physi- 
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ciens, occasionnent la sensation de la lumière; elles sont du moins 
les seules dont l'existence se trouve constatée dans les rayons lumi- 
neux qui peuvent être perçus par l'œil. Lorsqu'un mouvement simple 
s'éteint en se propageant, les vibrations peuvent cesser d'être sensi- 
blement transverjialcs ou longitudinales, et quoique alors l'œil ne 
puisse plus les saisir, elles interviennent cependant dans la produc- 
tion des phénomènes lumineux, particulièrement des phénomènes de 
réflexion et de réfraction, comme on le verra ci-après. 

Lorsqu'un mouvement simple de l'élher dans lequel les vibrations 
sont transversales se propage dans un certain milieu sans s'affaiblir, 
ce milieu est appelé transparent. Il devient opaque dans le cas con- 
traire. 

Ce quiconstitue le mode de polarisation d'un rayon simple propagé 
dans un milieu transparent, c'est la nature de la ligne droite ou courbe 
décrite par chaque molécule dans un plan perpendiculaire à l'axe du 
rayon. Suivant que cette ligne se réduit à une droite, à un cercle, ou à 
une ellipse, la polarisation est rectiligne, circulaire ou elliptique. La po- 
larisation est toujours rectiligne dans les milieux non isophanes; elle 
peut devenir circulaire ou elliptique dans les milieux isophanes, dans 
l'air par exemple. Dans la polarisation rectiligne, les nœuds du rayon 
sont les points équidistants où il rencontre son axe, et ces nœuds sont 
de deux espèces difl^érentes, selon qu'ils se trouvent placés avant ou 
après les molécules qui s'écartent de l'axe dans un certain sens. La dis- 
tance entre deux nœuds consécutifs de même espèce est précisément 
l'épaisseur d'une onde plane. Dans un milieu isophane, tout rayon 
doué de la polarisation circulaire ou elliptique peut être considéré 
comme résultant de la superposition de deux rayons polarisés rectili- 
gnement, mais renfermés dans deux plans qui se coupent à angles 
droits; et alors son anomalie est représentée par la distance entre deux 
nœuds des rayons composants, ou plutôt par un arc proportionnel k 
cette distance, savoir, par celui qui devient équivalent à la circonfé- 
rence quand la distance dont il s'agit devient équivalente à l'épaisseur 
d'une onde plane. 
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Examinons maintenant ce qui arrive quand un mouvement simple 
est transmis d'un milieu à un autre. 

Les équations aux dérivées partielles qui représentent les mouve- 
ments infiniment petits d'un système de molécules d'éther sont du 
second ordre par rapport au temps. D'ailleurs, lorsqu'on néglige la 
dispersion des couleurs, la vitesse de propagation des ondes planes 
devient la même pour tous les rayons simples qui, étant dirigés sui- 
vant une même droite, se propagent sans s'affaiblir, et par suite les 
durées des vibrations moléculaires deviennent proportionnelles aux 
longueurs d'ondulations, ce qui exige que les équations des mouve- 
ments infiniment petits deviennent homogènes. Donc alors ces équa- 
tions seront du second ordre, non seulement par rapport au temps, 
mais aussi par rapport a chacune des coordonnées, et l'intégration in- 
troduira dans leurs intégrales deux fonctions arbitraires relatives à 
chacune des inconnues, c'est-à-dire à chacun des déplacements molécu- 
laires. Mais ces deux fonctions arbitraires auront des valeurs diverses, 
suivant la nature du problème qu'il s'agit de résoudre. Si, le mouve- 
ment imprimé aux molécules de l'éther dans un certain milieu étant 
supposé connu à une certaine époque, il s'agit d'en conclure le mou- 
vement qui s'observera dans ce même milieu à une époque quel- 
conque, par exemple au bout du temps t, les fonctions arbitraires 
seront celles qui représenteront, au premier instant, les déplacements 
moléculaires et leurs dérivées prises par rapport au temps, ou, ce qui 
revient au même, les vitesses mesurées parallèlement aux axes des a:» 
j, z. Si, au contraire, le mouvement des molécules étant supposé 
connu à une époque quelconque dans un premier milieu, il s'agira 
d'en conclure le mouvement transmis à d'autres molécules qui se 
trouvent comprises dans un second milieu séparé du premier par une 
surface plane ou courbe, par exemple par le plan des j, 5, les fonc- 
tions arbitraires représenteront les déplacements des molécules si- 
tuées dans ce plan, c'est-à-dire les déplacements moléculaires corres- 
pondants à une valeur nulle de l'abscisse a?, et les dérivées de ces 
déplacements, relatives à x, ou plutôt les valeurs que prennent ces 
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dérivées pour a? = o. Or la considération de ces déplacements et de 
ces dérivées fournit immédiatement les lois suivant lesquelles un rayon 
simple de lumière pourra être réfléchi ou réfracté par la surface de 
séparation de deux milieux, quand cette surface sera plane ; c'est ce que 
Ton reconnaîtra sans peine en ayant égard aux remarques suivantes. 
Considérons deux milieux séparés l'un de l'autre par une surface 
plane. Dans le cas général où ces milieux ne sont pas isophanes, cha- 
cun d'eux, comme nous l'avons déjà dit, pourra propager trois espèces 
de rayons simples, dont deux au plus sont perçus par l'œil. Ce n'est 
pas tout : les ondes planes correspondantes à un rayon simple pour- 
ront se propager, à partir d'un point ou d'un plan donné, dans deux 
sens opposés l'un à l'autre, et par suite on pourra distinguer, parmi 
les ondes planes de chaque espèce, celles qui s'approcheraient de la 
surface de séparation et celles qui s'en éloigneraient. Les premières 
seront ce qu'on appelle des ondes incidentes, les dernières ce qu'on 
appelle des ondes réfléchies ou des ondes réfractées. Cela posé, conce- 
vons qu'un rayon simple de lumière tombe dans le premier des deux 
milieux sur la surface de séparation. Ce rayon incident devra naturel- 
lement occasionner, dans chaque milieu, la production d'un rayon 
réfléchi ou réfracté de chaque espèce. Donc on aura encore à consi- 
dérer, outre le rayon incident, six autres rayons, savoir, trois rayons 
réfléchis et trois rayons réfractés. Or, concevons que l'on prenne la 
surface de séparation des deux milieux pour plan des y, z\ six varia- 
bles distinctes représenteront dans chaque milieu les déplacements 
moléculaires, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et les déri- 
vées de ces déplacements prises par rapport a x. D'ailleurs, puisqu'on 
suppose le mouvement transmis du premier milieu au second, les va- 
leurs de ces six variables correspondantes à la surface de séparation, 
c'est-à-dire à une valeur nulle de a?, pourront être considérées comme 
les six fonctions arbitraires dont la forme entraîne la nature du mou- 
vement produit dans le second milieu. Or, les valeurs de ces fonctions 
arbitraires étant calculées d'abord à l'aide du rayon incident et des 
trois rayons réfléchis, puis égalées à celles que donrtent les trois 
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rayons réfractés, on obtiendra six équations de condition qui devront 
être vérifiées en chaque point de la surface réfléchissante, et qui suffi- 
ront pour déterminer complètement la nature des six rayons inconnus 
réfléchis ou réfractés. En eff'et, pour que ces équations de condition 
soient vérifiées, il sera d'abord nécessaire, suivant un principe établi 
dans les Exercices d'Analyse et de Physique mathématique (Tome I*', 
page 107) (*), que les symboles caractéristiques de tous les rayons ré- 
fléchis et réfractés ne diff^èrent pas du symbole caractéristique du rayon 
incident. D'ailleurs cette première condition déterminera complète- 
ment, dans les six nouveaux rayons, non seulement la durée des vibra- 
tions moléculaires qui, avec la nature de la couleur, restera la même 
avant ou après la réflexion ou la réfraction, mais aussi les épaisseurs 
des ondes planes, les directions des plans des ondes et les directions 
des vibrations moléculaires. Il y a plus : cette première condition étant 
supposée remplie, les seules inconnues que renfermeront encore les 
six équations de condition seront les six paramètres réels ou imagi- 
naires qui correspondront aux trois rayons réfléchis et aux trois rayons 
réfractés. On pourra donc déterminer complètement ces paramètres, 
qui feront connaître, pour chacun de ces rayons, quand il se propagera 
sans s'affaiblir, l'amplitude des vibrations moléculaires et la phase 
correspondante à des valeurs nulles des variables indépendantes. 

Avant d'aller plus loin, nous avons une remarque importante à 
faire. Nous avons raisonné comme si la forme des équations aux déri- 
vées partielles, qui représentent les mouvements infiniment petits des 
molécules comprises dans un milieu, subsistait sans altération dans le 
voisinage même de la surface qui sépare ce premier milieu d'un se- 
cond. Cette manière d'opérer n'est pas rigoureusement exacte; mais la 
méthode plus rigoureuse, que nous avons établie dans les Comptes 
rendus de mars et d'avril iSSg, suffit pour montrer que les résultats 
obtenus par le nouveau procédé pourront être admis avec confiance, si 
le diamètre de la sphère d'activité sensible des molécules éthérées est 

(1) Œuvres dâ Cauc/if, S. H, T. XI. 
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très petit relativement à la longueur d'une ondulation. Cette condi- 
tion» donnée par le calcul, pouvait être assez facilement prévue. On 
conçoit en efTet que, dans le cas où elle ne serait pas remplie, les mou- 
vements simples ou par ondes planes se trouveraient sensiblement 
altérés par l'influence de la surface réfléchissante à des distances trop 
considérables encore pour qu'ils pussent franchir ces distances et 
pénétrer en se modifiant dans ce second milieu. Si, au contraire, la 
condition ci-dessus énoncée se trouve remplie, on déduira immédiate- 
ment des principes que nous venons d'établir les lois de la réflexion 
et de la réfraction produites par la surface de séparation de deux mi- 
lieux transparents ou opaques; mais il sera rigoureusement nécessaire 
d'avoir égard aux trois espèces de rayons qui peuvent généralement se 
propager dans chaque milieu. Si l'on tenait compte seulement des 
deux rayons qui peuvent être perçus par l'œil dans les milieux cristal- 
lisés, les six équations de condition relatives à la surface réfléchis- 
sante ne renfermeraient plus que quatre inconnues, savoir, les quatre 
paramètres correspondants, d'une part aux deux rayons réfléchis, 
d'autre part aux deux rayons réfractés, et ne pourraient plus être véri- 
fiées que dans des cas particuliers, par exemple, pour certaines direc- 
tions particulières du rayon incident. Au reste, nous ne devons pas 
être surpris que, dans chaque milieu, la réflexion ou réfraction pro- 
duise seulement deux rayons sensibles à l'œil, et que le troisième 
rayon réfléchi ou réfracté reste inaperçu; car le calcul fait voir que ce 
troisième rayon, qui, s'il pouvait se propager sans s'afl'aiblir, off'rirait 
des vibrations longitudinales, est de la nature des rayons qui pénètrent 
dans les corps opaques et s'éteint comme eux k une très petite dis- 
tance de la surface réfléchissante. Mais cette circonstance ne nous au- 
torise en aucune manière à le considérer comme non avenu, attendu 
que, sur la surface même, les amplitudes des vibrations moléculaires 
sont du même ordre dans les trois espèces de rayons réfléchis ou ré- 
fractés. D'ailleurs, quoique le troisième rayon ne soit pas visible, son 
existence et même sa nature sont clairement indiquées par le calcul, 
et il est impossible qu'un rayon simple, tombant sur la surface de 

ORuvres de C. — S. l, t. VU. IQ 
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séparation de deux corps isophanes, ne fasse pas naître dans chacun de 
ces milieux trois mouvements simples réfléchis ou réfractés. Ces trois 
mouvements simples et les trois systèmes d'ondes planes qu'ils pré- 
sentent correspondent, comme nous l'avons déjà dit, aux trois racines 
de l'équation caractéristique résolue par rapport au carré du coeffi- 
cient qui détermine la durée des vibrations moléculaires. Ces trois 
racines elles-mêmes se trouvent introduites dans l'équation dont il 
s'agit, en raison des trois coordonnées qui appartiennent à chaque 
point, et qui correspondent aux trois dimensions de l'espace. Ainsi le 
nombre des dimensions de l'espace exprime nécessairement le nombre 
des rayons réfléchis ou réfractés par une surface plane. 

Nous avons jusqu'ici considéré comme distinctes les trois espèces 
de rayons qui peuvent être propagés dans chaque milieu. Examinons 
maintenant le cas particulier où les deux milieux deviennent iso- 
phanes. Alors, dans chaque milieu, l'équation caractéristique ayant 
une racine double, deux des trois rayons correspondants à une direc- 
tion donnée des plans des ondes se réuniront en un seul, dans lequel 
les vibrations pourront être dirigées suivant une droite quelconque 
perpendiculaire à l'axe du rayon. Par suite aussi, les trois rayons ré- 
fléchis ou réfractés se réduiront à deux. Il y a plus : pour ceux des rayons 
réfléchis et réfractés qui s'éteindront à une petite distance de la surface 
réfléchissante, les vibrations moléculaires resteront comprises dans le 
plan d'incidence, et, par suite, on pourra faire abstraction de ces der- 
niers rayons, si les vibrations des molécules dans le rayon incident 
sont perpendiculaires au plan d'incidence. Donc alors, si le second mi- 
lieu devient transparent, les principes ci-dessus établis fourniront 
précisément les lois de réflexion et de réfraction découvertes par 
Frcsnel, et confirmées, par l'expérience, pour ce qu'on appelle un 
rayon polarisé dans le plan d'incidence, et Ton reconnaîtra en particu- 
lier que le rayon réfléchi ne peut disparaître sous aucune incidence, 
quand Vindice de réfraction, c'est-à-dire le rapport du sinus d'incidence 
au sinus de réfraction, ne se réduit pas à l'unité. Donc un rayon pola- 
risé dans un plan est, comme le croyait Fresnel, un rayon simple dans 
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lequel les vibrations sont perpendiculaires à ce plan, ou, en d'autres 
termes, le plan de polarisation d'un rayon simple est le plan perpendi- 
culaire aux droites suivant lesquelles sont dirigées les vibration^s recti- 
lignes des molécules éthérées. 

Si les vibrations des molécules dans le rayon incident étaient, non 
plus perpendiculaires au plan d'incidence, mais renfermées dans ce 
plan, alors, dans la recherche des lois de la réflexion et de la réfrac- 
tion, on devrait nécessairement tenir compte des rayons qui s'éteignent 
à une petite distance de la surface réfléchissante, et, en opérant ainsi, 
on obtiendrait des formules qui comprennent, comme cas particuliers, 
celles que Fresnel a trouvées, en supposant que le rayon incident fût 
un rayon polarisé perpendiculairement au plan d'incidence. Cette 
remarque vient encore à l'appui de l'opinion de Fresnel sur la direc- 
tion des vibrations moléculaires par rapport au plan de polarisation. 

Il ne sera pas inutile d'observer que, dans la recherche des lois de la 
réflexion et de la réfraction produites par la surface de séparation de 
deux milieux isophanes, ou non isephanes, les six équations de condi- 
tion relatives à la surface peuvent être réduites à quatre par l'élimina- 
tion des paramètres relatifs aux rayons qui s'éteignent en se propa- 
geant. Or il est remarquable que trois des équations ainsi obtenues 
pour les milieux isophanes sont précisément trois des quatre équa- 
tions données dans la 7*^ livraison des Nouveaux Exercices de Mathéma- 
tiques (*), savoir celles qui renferment trois fonctions diff*érentielles 
alternées. La quatrième équation de condition peut se réduire encore k 
celle que renferment les Nouveaux Exercices, mais seulement dans le cas 
où Ton suppose que les corps transparents et isophanes sont capables, 
comme le verre, de polariser complètement la lumière par réflexion. 

Quant au principe des vibrations équivalentes, appliqué par Fresnel 
au cas où les vibrations sont parallèles à la surface réfléchissante, et 
par M. Mac-Cullagh à tous les cas possibles, il est exact, dans la théorie 
de Fresnel et pour la raison que nous avons indiquée, quand on sup- 

(») Œuvres de Cauchf, S. U, T. X. 
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pose les vibrations perpendiculaires au plan d'incidence; mais il nous 
paraît inexact dans la théorie de M. Mac-CuUagh, lorsqu'on fait, avec 
cet auteur, abstraction des rayons qui s'éteignent à une petite distance 
de la surface réfléchissante. Il redeviendra exact si l'on tient compte 
de ces derniers rayons; et même les six équations de condition que 
fournit notre théorie coïncident alors avec les trois équations fournies 
par ce principe et avec leurs dérivées prises par rapport à la variable 
qui représente une abscisse mesurée sur une perpendiculaire à la sur- 
face réfléchissante. 

Dans ce qui précède nous avons supposé que chaque milieu ren- 
ferme un seul système de molécules, toutes les molécules étant de 
même nature, mais leur arrangement pouvant n'être pas le même dans 
le premier milieu et dans le second. Le vide ou l'éther isolé peut offrir 
un tel milieu, et ce milieu est certainement isophane. Chacun des 
autres milieux renferme nécessairement un ou plusieurs systèmes de 
molécules, par exemple les molécules de l'éther et les molécules d'un 
corps solide, liquide ou gazeux. Donc appliquer aux seules molécules 
d'éther les principes ci-dessus établis, c'est supposer que, dans le 
calcul des phénomènes relatifs à la réflexion et à la réfraction de la 
lumière, on peut, sans erreur sensible, faire abstraction des vibrations 
imprimées aux molécules des corps. On s'approchera davantage de la 
réalité, si l'on tient compte de ces dernières vibrations. Mais alors le 
nombre des rayons réfléchis et réfractés sera doublé, aussi bien que le 
nombre des racines de l'équation caractéristique et le nombre des 
équations de condition relatives à la surface réfléchissante. Alors aussi 
trois racines de l'équation caractéristique seront analogues à celles 
qui fournissent les mouvements simples de l'éther dans le vide; trois 
autres se rapporteront plus spécialement aux vibrations des molécules 
des corps. On pourrait donc alors distinguer, parmi les rayons ré- 
fléchis, ceux qui proviendront directement du rayon incident et ceux 
qui en proviendront indirectement, étant produits par les vibrations 
des molécules renfermées dans le second milieu.^ Ces conclusions 
seraient conformes à des expériences remarquables publiées par 
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M. Arago et à l'explication que notre illustre confrère en a donnée. 

Il est d'ailleurs naturel de penser que les six rayons dont il s'agit, 
avec les six mouvements simples qui leur correspondent et auxquels 
participent à leur manière les molécules des corps, fourniront l'expli- 
cation des phénomènes dus à ce qu'on nomme les raypns chimiques, 
calorifiques, etc. 

Dans d'autres articles, je déduirai des principes que je viens d'ex- 
poser les lois de la réflexion et de la réfraction opérées par la surface 
de séparation de deux milieux isophanes ou non isophanes, les lois 
de la réflexion totale produite par la seconde surface de séparation 
d'un corps transparent, celles de la polarisation elliptique produite 
par la réflexion à la surface des métaux, et même les lois de la diff*rac- 
tion de la lumière. 

Je me propose encore de montrer comment on peut appliquer les 
mêmes principes a la théorie du son, des cordes vibrantes, des surfaces 
élastiques, etc. 



186. 

Physique mathématique. — Note sur la diffraction de la lumière, 

C. R., T. XV, p. 554 (12 septembre i84'?.)- 

Une lettre adressée de Prague à M. Libri, et insérée dans le Compte 
rendu de la séance du 9 mai i836, renferme quelques-uns des résul- 
tats auxquels j'étais parvenu dès cette époque, en cherchant à déduire 
de mes formules générales les lois de la diff*raction. Je reviendrai dans 
un autre article sur cette déduction qui fournit, lorsqu'on se borne à 
une première approximation, les formules obtenues par Fresncl. Je 
me bornerai aujourd'hui à faire observer que le problème se réduit en 
définitive à l'évaluation des deux intégrales définies, et qu'à l'aide 
d'une formule établie dans mon Mémoire de i8i4 on peut facilement 
développer ces intégrales en deux séries dont il suffira de calculer gé- 
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néralement un très petit nombre de termes pour obtenir les valeurs 
des deux intégrales. Ces développements, qui fournissent aussi le 
moyen de fixer avec une grande facilité les valeurs maxima et minima 
des deux intégrales et de la somme de leurs carrés, sont l'objet de la 
présente Note. 

Analyse. 

Soit f(x) une fonction quelconque de x. On aura 

Si Ton intègre les deux membres de cette équation, par rapport kx et 
par rapport à j, entre les limites 

a; — a, x = oo, 7 = 0, y~-<x>, 

alors, en posant 

f(x) = _f -, 

on trouvera 

puis, en développant 

_i 

suivant les puissances ascendantes de 7, on trouvera 

r'x~*e^v/'=^^x=:a"*(A-Bv/^)e^'"^^^*^, 

les valeurs de A, B étant 

A— 1 »3 1.3.5.7^ I ^1.3.5 

^ ~' "~ (2fl)* (2rt)* "*' ~ ïâ "~ (Top "^ 

On en conclura immédiatement 

X ^ cosxdx =ia ^ (B cosa — Asina), 

' X *s\nxdx^=::a * (Acosa -h Bsina), 

n 
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puis, en posant x = u^, a = a*, on aura 

XcosM'rfM = — (Bcosa* — Asina»), 
^« 

Jf %\iiu}du=i — (Acosa'-h B sina*), 
^« . . 

les valeurs de A, B étant 

1.3 1.3.5.7 D ' 1.3,5 



Pour des valeurs considérables de a, on aura sensiblement 

Am, Br=o 
et, par suite, 



cosa' 



Jf cos u^ du — sina* / sinu^du^= — 

a ^« JoL 2a 

On a d'ailleurs, comme l'on sait, 

/cos u^du— f sin «* du = -^ • 

Ces diverses formules permettent d'effectuer très facilement les cal- 
culs relatifs à la diffraction de la lumière. 



187. 

Physique MAinÉMATiQUE. — Addition à la Note sur la diffraction 

de la lumière. 

C. R., T. XV, p. 573 (19 septembre 184-2). 

J'ai indiqué, dans la dernière séance, une formule qui simplifie 
notablement les calculs relatifs à la diffraction. Cette formule est la 
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suivante 

(i) f x'''^e^^~'dx — e^'^'^^'^' f {a -\- yyf^iY^e-y dy, 

OU plutôt celle qu'on en déduit quand on développe 

suivant les puissances ascendantes de y. On trouve ainsi 
(2) / X ^e^yl-'dx^a ^ e^ ^^ (A-ByZ-i), 

les valeurs de A, B étant 

,ov 4 '-3 1.3.5.7 „ I 1.3.5 

^ ^ (2a)* (2a)* ia {'xaf 

puis on en conclut 

!' /»- -i _i 

I X * cosx dx=:a * (Bcosa — Asina), 
/ X ^ s'iiïx dx ^=:a * (A cosa -H Bsina). 

Donc, pour obtenir les valeurs approchées des intégrales 
X ^ cosx dxy I X ^s'inxdx, 

il suffira de calculer les valeurs approchées des quantités A etB. Or 
nous avons donné les formules (3) comme propres à remplir ce but, 
lorsque la valeur de a devient considérable. Cette assertion peut 
paraître singulière au premier abord, attendu que les séries com- 
prises dans les formules (3) sont évidemment divergentes; mais nous 
allons voir que les restes qui complètent ces séries arrêtées après un 
certain nombre de termes convenablement choisis deviennent géné- 
ralement très petits pour de grandes valeurs de a. 

On a généralement, en prenant pour a une constante réelle ou ima- 
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ginaire dont la partie réelle soit positive, 

C dx ir -i 

J^ a + x- 2 

par conséquent 



puis on en conclut, en remplaçant a par a -f-j v— i , 

(6) {a^ysf^.r^l r ^^-1=- 

D'ailleurs on aura encore 

la valeur de r^, étant 

/ n in ;; T 9 

OU, ce qui revient au même, 

^ 1. a... («-!)"" U + W " 
la valeur de r„ étant 

^'^ \ a-^-x-j 1.3. ../i *\a-+-^V 

et, par suite, on tirera des formules (5) et (6) 

1.2. ..(/I-I) T.J^ 

Si maintenant on intègre par rapport à 7, et entre les limites 

y = Oy j — 00, 

Q£Brr« de C. — S. I, t. VU. 20 



(8) 
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les deux membres de l'équation (8) multipliés par le produit 

alors, en ayant égard à la formule 

Jf ^'»C"J'f// = l.2.3. . .«, 


on trouvera 



H-^J / rne-rdydx. 

D'autre part, il résulte de la formule (i), comparée à la formule (2), 
que la valeur exacte de A — B y^— i est 

\ — B^~i = a^l (a-H/y/^) ^ err dy\ 
On aura donc 

Ja~Bv/:iT=:,-— v/=n_>j4^+... 

1 ^ 2a* (2a)* 

(9) 

J 1. 3... (2/1-3), / — vn-i 2 i r* r* ^ ^ 

( -^— (ï^7-^^v/-0 -h-a«y^ y^ r^e-rdydœ. 

De cette équation il résulte que, si dans les seconds membres des for- 
mules (3) on conserve seulement les termes qui renferment les puis- 
sances de — dont le degré est inférieur à n, l'erreur commise sur les 

valeurs des deux quantités A, B ne pourra dépasser le module de l'in- 
tégrale 

(10) -a} \ j r^e-ydydœ. 

D'ailleurs il suit de la formule (7) que le module de r,, est inférieur au 
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module du produit 

1.2. ../i ^^\a + x^y 

et Ton en conclut immédiatement que le module de Tintégrale (lo) ne 
surpasse pas le module du produit 



1.3.5. ..(2/1 — 1) f I — -w 



c'est-à-dire le module du terme qui, dans le développement de 
A -h Bv^— I , serait proportionnel à la /i'^*"*^ puissance du rapport — 
Donc ce module, ou la fraction 

1.3.5. ..(2/1-1) 

^"') (^i:âY ' 

sera une limite supérieure à Terreur que l'on pourra commettre, sur la 
valeur de A ou de B, quand on tirera cette valeur des formules (3), en 

y conservant seulement les puissances de — d'un degré inférieur à n. 

Or, si la valeur de a devient un peu grande, le rapport (ii) deviendra 
très petit pour des valeurs de a convenablement choisies, et en parti- 
culier quand on prendra pour n le plus grand nombre entier compris 
dans a. Donc alors les formules (3) offriront les moyens de calculer 
avec une grande approximation les valeurs des intégrales 



f X ^cosxdx, I X *sinj7ûfj?. 



Ces valeurs ^tant obtenues, on en déduira immédiatement celles des 
intégrales 



(12) 



\ j X *cosj7i/j?i= ( - j —a *(B cosa — Asina), 
\ l X ^ ^mxdx^=il-\ —a *(Acosa -i- B sina). 



Les formules (4) et (12) sont spécialement utiles dans le cas où la 
valeur de a devient un peu grande. Dans le cas contraire, on obtion- 
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drait facilement les valeurs des intégrales 

X *cosa?e/j?, 1 x ^^xnxdxy 

en développant sous le signe Tle facteur cosa? ou sino: en une série 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x. On trouverait ainsi 

[ r -\ ^ \( \ a} i a> \ 

\ I X ^COSxdxz::^ 2a' I— r h - r— r — . . . , 

\Jo V ^ '-^ 9 i.a.^.4 / 

J /•" -i . . i/i a I a» I a' \ 

Si, dans les formules (12), on pose 



2 2 



/w désignant une quantité positive, elles donneront 

( /*"* 715* , I -. /n*7r -, . m*tr 
k / cos - -ds— N cos h M sm > 

\J 2 2 2 2 

(i4) 

f I sin — dz = M sm — N sin , 

vl Jo 2 2 2 2 

les valeurs de M, N étant 

l \M ' / ï -^ 1.3.3.7 \ 

) mn\ m*7r- /w'tt* / 

\ m7r\m'7r m«7r* / 

OU, ce qui revient au même, 

-. o,3i83ï 0,09675 0,34311 

-j o,iot32 o, 15399 



(16) 



m* 



•Si, pour fixer les idées, on attribue successivement à m les valeurs 

entières 

2, 3, 4, 5, 
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on conclura des formules (i4) et (i6) que les valeurs des intégrales 



I cos — dz, I sin — dz 



sont 



m = 2, 


0,4885, 


0,3432, 


3, 


o,6o58, 


0,4962, 


4, 


0,4984, 


o,42o5. 


5, 


o,5638. 


0,4992. 



Ces valeurs sont exactes jusqu'au dernier chiffre et coïncident, pour 
m = 2, avec celles que Fresnel a trouvées par une méthode d'approxi- 
mation de laquelle il a déduit, avec plus de peine et moins d'exacti- 
tude, les valeurs correspondantes k m = 3, m = ^, m = 5, — 



188. 

Théorie de la lumière. — Mémoire sur les phénomènes des ombres 

et de la diffraction. 

C. R., T. XV, p. 6o5 (26 septembre 1842). 

Dans la théorie de la lumière et dans le système de l'émanation, 
chaque rayon lumineux est animé d'un mouvement de translation, et 
les molécules dont il se compose se meuvent en ligne droite, en vertu 
de vitesses acquises; c'est même en vertu des vitesses de translation 
des molécules que les rayons lumineux, après avoir traversé une ou- 
verture pratiquée dans un écran, continuent à se mouvoir en ligne 
droite, de manière à laisser généralement dans l'ombre les points si- 
tués en dehors de leurs propres directions. Mais comment est-il pos- 
sible de concevoir l'existence de ce phénomène dans le système des 
ondulations? Comment peut-on alors expliquer la marche rectiligne 
des rayons lumineux et les filets de lumière qui s'échappent, par 
exemple, au travers des fentes d'un volet? Ce problème est l'un de 
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ceux que j'ai résolus depuis longtemps. Il est précisément celui dont 
j'ai annoncé la solution dans les deux Lettres adressées de Prague à 
M. Libri, les 22 et 26 avril i836. Ces Lettres, insérées dans le Compte 
rendu de la séance du 9 mai i836, contiennent le passage suivant : 

Comme une des plus graves objections que l'on ait faites contre la 
théorie des ondulations de l'éther se tire de l'existence des ombres et de la 
propriété qu'ont les écrans d'arrêter la marche des vibrations lumineuses, 
je désirais beaucoup arriver à déduire de mes formules générales les lois 
relatives aux deux phénomènes des ombres et de la diffraction. Mais, pour 
y parvenir, il fallait surmonter quelques difficultés d'analyse. J'y ai enfin 
réussi; et, pour représenter les mouvements de l'éther lorsque la lumière 
est interceptée par un écran, j'ai trouvé des formules dont je veux un in- 
stant vous entretenir. 

Dans la suite de la même Lettre, je donnais les formules que j'avais 
obtenues pour le cas où la lumière se trouve en partie interceptée par 
un écran dont la surface est plane et perpendiculaire à la direction du 
rayon incident; puis j'examinais ce qui arrive quand la lumière passe 
à travers une fente pratiquée dans la surface, et j'ajoutais que mes for- 
mules générales représentaient le rayon diffracté, quelles que fussent 
la direction et la nature du rayon incident. J'indiquais en particulier 
cette conséquence de mes formules, que, si le rayon incident est pola- 
risé dans un certain plan, le rayon diffracté restera toujours polarisé 
dans le même plan. 
La question à laquelle se rapportait ma Lettre du 2a avril i836 étant 
» effectivement une des plus importantes que présente la théorie de la 
lumière, j'ai pensé que les géomètres ne verraient pas sans intérêt 
l'analyse qui m'avait conduit aux formules et aux conséquences expo- 
sées dans cette Lettre. Je vais transcrire ici cette analyse, telle que je 
la retrouve dans le quatrième paragraphe d'un Mémoire sur la Théorie 
de la lumière, contenu dans l'un des cahiers manuscrits et reliés que 
j'ai rapportés d'Allemagne. Parmi les diverses formules qui ont rap- 
port à la diffraction, dans les cahiers dont il s'agit, celles que présente 
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le paragraphe cité sont évidemment celles qu'indique ma Lettre du 
22 avril. En effet, ces formules qui, sur le cahier où elles se trouvent 
inscrites, précèdent le texte original du Mémoire lithographie à Bud- 
weiss dans le mois d'août i836, sont conformes à celles que la Lettre 
renferme et fournissent tous les résultats énoncés dans cette Lettre. 
Les trois premiers paragraphes du Mémoire dont elles font partie ren- 
ferment précisément la théorie des ondes sphériques ou cylindriques, 
mentionnée d'une part dans la même Lettre, d'autre part dans le 
Compte rendu de la séance du i8 novembre iSSg; et c'est pour cette 
raison que M. Flourens, Secrétaire perpétuel de l'Académie, a bien 
voulu, sur ma demande, apposer sa signature en tête du Mémoire, 
dans la séance que je viens de rappeler. 

Je tenais d'autant plus à donner en détail les calculs dont les résul- 
tats se trouvent consignés dans le Tome II des Comptes rendus de l'Aca- 
démie, qu'avant l'époque où ma Lettre a été publiée, c'est-à-dire avant 
le mois de mai i836, personne, à ma connaissance, n'était parvenu à 
déduire des formules qui représentent les mouvements infiniment pe- 
tits d'un système de points matériels, une théorie mathématique des 
ombres et de la diffraction. Par ce motif, je crois pouvoir, avec con- 
fiance, offrir mon Mémoire à l'Académie, comme un témoignage des 
efforts que je n'ai cessé de faire afin de contribuer, autant qu'il dépen- 
dait de moi, aux progrès de la Physique mathématique. 

Analyse (*). 

Considérons, dans la théorie de la lumière, le cas où le mouvement 
se propage en tous sens, suivant les mêmes lois, et soient, au bout du 
temps /, 

(1) Poar rendre cette analyse plus facile à suivre, je transcris ici, avec le quatrième 
paragraphe du Mémoire cité dans le préambule, quelques lignes empruntées au premier 
paragraphe de ce Mémoire; et d'ailleurs, pour plus de simplicité, je représenterai les déri- 
véeâ des divers ordres d'une môme fonction, prises par rapport à ;r, j, s, /, à Taide des 
caractéristiques 

Dx, Dj., D-, D,; Dî, D», .... 
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les déplacements de la molécule qui occupe le point (a?, 7, s), mesurés 

parallèlement aux axes coordonnés. Si l'on conserve seulement dans le 

calcul les dérivées du second ordre de Ç, yj, C prises par rapport aux 

coordonnées a?, j, s, les équations du mouvement de Téther seront de 

la forme 

DJ?=Û«(Di-hD;-hD«)$+2RDa:J, 



(i) < DÎY3 = Û«(Di-4-D*-hD|)r)-h2RDj.u, 

( DK = ^-(D* -h DJ H- D?)Ç -H 2RD, j, 

(2, R désignant deux quantités constantes, et la valeur de u étant 

(2) Urz:Da:$ + Dyt)H-D-Ç. 

On tire des formules (i) et (2) 

D?u = (S2« 4- aR) (D* -f D» -f- D|)u. 

Cette dernière équation sera vérifiée si l'on a, quel que.soit /, 

(3) u=:0. 

Effectivement, l'équation (3) paraît subsister dans les phénomènes 
lumineux toutes les fois que la propagation du mouvement est la 
même en tous sens. Si d'ailleurs on a 

C = o, 

et si Ç, Y) deviennent indépendants de s, les équations (i) seront ré- 
duites à 

j DU=i^^(Di + Dp^, 

( D?rî = î2=(Di + DJ)vî, 

tandis que les formules (2) et (3) donneront 

(5) D^? + DyY3=:0. 

Supposons maintenant que, les rayons lumineux étant dirigés vers 
la partie de l'espace située du côté des œ positifs, la lumière soit inter- 
ceptée dans le plan des a?, y, excepté entre les limites 

(6) y=yo, 7=ji. 
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Supposons d'ailleurs que, du côté des x négatives, les variables ima- 
gin aires 

\y ri, 

dont les parties réelles sont ^, y), se trouvent déterminées par les équa- 
tions 

(7) ^=:— Ci^<p("'+«'r-'Ov^, ^=:Cwe<'*^-*-*'3^-*')vPi" (t), 

u, Vy s désignant des constantes liées entre elles par les formules 

(8) s — Çlk, u^^v^—k\ 

et C une constante imaginaire. On pourra supposer généralement, du 
côté des X positives. 



(9) 






A désignant une fonction de a? et de a qui, en vertu des formules (4)t 
devra vérifier l'équation 

OU 

(10) • DiA--(A-*-a«)A, 

qui devra se réduire à l'unité pour or = o, et qui de plus devra être telle 
que les formules (9) se réduisent aux formules (7), pour jo = — ^^ 

y^ z=z 00. Or, si l'on pose 

A = F(^,a), 

(*) Ces valeurs de l, ^ sont celles qui représentent un mouvement simple, pour lequel 
se vérifient les équations (4) et (5). 

(«) La forme donnée aux valeurs de Ç, r, dans les équations (9) n'est pas arbitraire- 
ment choisie; elle est telle que, en vertu de ces équations, et quand on y pose" A = 1, les 
valeurs de f, ^ s'évanouissent hors des limites 7 =jro, X = Ji> ©t se réduisent entre ces 
limites aux valeurs que donnent, pour j: = o, les équations (7). 

OEuvresdeC.--S.\,t.\\\, • '^' 
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on aura, en vertu d'une formule connue, 

et, par suite, la supposition ^^, = —00, j, = qc réduira les for- 
mules (9) k 

l — — Cs^ e(fr-'0 \P^ F(x, V), Tj =r Ca «(«'r-'O n/^ F( j?, i^). 

Donc, pour que cette supposition réduise les formules (9) aux for- 
mules (7), il suffit que Ton ait 

et, par suite, 

A — F(a7, a) r- e{*'-a«)^*v^-T ( i ). 

Cela posé, les formules (9) donneront généralement 



(II) 



-nz= —Cuf'f e«(r-ïA)vCTg(i.|A-,/)v/-ie(*«-a«)«a:V-'f/aé/a. 



On a d'ailleurs 

(12) (A-«-a«)-^.rA:-^J^-+..., 

et, attendu que la valeur de it est très considérable, la formule (12) 
donnera sensiblement, pour des valeurs finies de a (^), 

(i3) (k-a*y = k-^, e'*'-«'''«/=^-e " ** . 

'2 K 

On a, d'autre part, en supposant la partie réelle de la constante a posi- 
tive. 



r%-(aa«4.6a) ^« _ / JL\ e^a^ 



(I) Cette valeur de A vérifie évidemment la formule (10), et en conséquence elle satis- 
fait à toutes les conditions énoncées. 

(>) Les valeurs infinies de a ne doivent pas influer sur les valeurs des seconds membres 
des formules (n); autrement ces seconds membres deviendraient indéterminés. 
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et, par suite, 

(,4) /%-K-— ]^^=(î£iyj^^-î]'='. 

Donc les formules (i i) donneront 



(i5) 






Si les directions des rayons lumineux sont parallèles à Taxe des x, 

on aura ç = o^ u~k^ 

I = o, 5 = o, 

puis en posant, pour abréger, 

et, supposant I réel ainsi que X, on trouvera 

par conséquent, 

ou, ce qui revient aii même, 

I /* ^ / TT \ 

(i8) r) =: -^- 1 cosf Ara? -hX — .çf — -7- -|-a-]<ia. 

Reprenons maintenant le problème de la diffraction dans toute sa 
généralité. 
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Supposons toujours la lumière interceptée dans le plan des j, 5, 
excepté entre les limites y — - Vof y = J'i- Mais concevons que, du côté 
des X négatives, le rayon lumineux soit un rayon quelconque repré- 
senté par le système des formules 

a 

k 

dans lesquelles 1/, ^, w représentent des coefficients réels et A, B, C 
des coefficients imaginaires. On pourra supposer généralement, du 
côté des X positives, 

\ — ^^"^^^ Ç ' r*ea(r-i*)v^^e^»^--^*'t^-*')v^Aéf^//a, 

(20) I -_ Ctf-Aiy C ' r ^a(jr-^)v^ri^(,^-^.^,x-*ov^îAé/^ûfa, 

-__A(^-JUf r ' r e«(r-iAW^e^^»-^»'l*-''W=îArfarfa («), 

A désignant une fonction de x et de a qui se réduise à l'unité pour 
07 = o, qui vérifie la formule 

(21) DiA = - (A-*-a»-cv*)A 

et qui soit telle que les équations (17), (18) coïncident quand on y* 
pose 

j^o = — 00, 7i=^oo. 

Ces conditions seront vérifiées si, en posant 

A--:zF(jr, a), 

(*) Ces valeurs de |, r<, \ sont celles qui représentent un mouvement simple, pour 
lequel se vérifient les équations (1) et (3). 

(<) La forme donnée aux valeurs de ^, t), ^ dans les équations (20) est telle que ces 
valeurs, quand on y pose A = i, s'évanouissent hors des limites y = jo- y = y\ et se 
réduisent entre ces limites aux valeurs que donnent, pour jc = o, les équations (19). 
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on prend 

et, par suite, 

Donc les formules (20) donneront 



(22) 



^r» *^-^ 



puis, en ayant égard aux formules (i3), et posant d'ailleurs, pour 
abréger, 

on trouvera 



(23) 






(^^4 



En vertu de la formule (i4)» les équations précédentes deviendront 

4) \ 2Tr \27U^/ Jy^ 



OU, ce qui revient au même. 









Lorsque, dans les formules (sS), on suppose jo = — ^> Ji == ^f elles 
donnent 

i... 



(»6) 
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Donc alors les formules (25) coïncident, non pas avec les for- 
mules (19), mais avec celles qu'on obtiendrait en remplaçant dans les 
formules (19) 

u — ^k^—v^^w^Y — i.k'^^v^y — k'— ^+..- 

par la somme des deux premiers termes du développement de u sui- 
vant les puissances descendantes de kf^ c'est-k-dire par 

On ne doit pas s'en étonner, puisque, pour passer des formules (22) 
aux formules (23), on a remplacé 



(k^^oi}-^w^y-(k'^-oL'y—k'- -=77 

2 A 



par le binôme 



^ ik' 



Lorsque v = o, on a rigoureusement 

u — k' 77 , 

et, par suite, les formules (25) coïncident avec les formules (19). 

Lorsque le rayon incident est polarisé de manière que les vibrations 
des molécules soient parallèles à la droite qui a pour équation 

(27) -z=^=-, 

' abc 

on a 

a b c' 

et, par suite, on peut supposer que les valeurs de \, y], ^, données par 

(<) U suit de cette remarque que les équations (23), (24), (25), et par suite la for- 
mule (i5), doivent être seulement appliquées aux cas où v est très petit. 
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les formules (19)» remplissent la condition 

a b c^ 

ce qui aura lieu, si 

B iv — C p _ Cu — Kw __ Xv — Bu 
a ~~ b '" c 

Mais alors le rayon diffracté sera lui-même polarisé, et les vibrations 
des molécules seront encore, dans ce rayon, parallèles à la droite (27), 
comme le prouvent les formules (20). 

Je me propose de développer dans un autre Article les conséquences 
des diverses formules que je viens de transcrire. Je me bornerai au- 
jourd'hui à rappeler celles qui se trouvaient déjà énoncées dans mes 
lettres du 22 et du 26 avril i836. Je disais dans ces lettres : 

Considérons, pour fixer les idées, le cas où le corps éclairant est 
assez éloigné pour que les ondes sphériques qui se propagent autour 
de ce corps deviennent sensiblement planes. Prenons pour axe des a? la 
direction du rayon lumineux, et pour axe des y une droite parallèle 
aux vibrations moléculaires de l'éther; nommons r\ le déplacement 
d'une molécule mesuré parallèlement à ce dernier axe, I la valeur 

maximum de y], 

- _ 27r 

*"" T 
l'épaisseur d'une onde lumineuse, et 

s 

la durée d'une vibration. Enfin concevons que, dans le plan des j, s, 
perpendiculaire à l'axe des a?, la lumière soit interceptée par un écran 
du côté des x négatives. Si le rayon lumineux, que nous supposerons 
dirigé dans le sens des x positives, est un rayon simple, son équation, 
pour des valeurs négatives de x, sera de la forme 

(a) Y3 == I cos {kx — st-i- X), 



Digitized by 



Google 



168 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

X désigmint une quantité constante. Or je trouve que, du côté des x 
positives, la valeur de r\ pourra être développée en série, et qu'en ré- 
duisant cette série à son premier terme on aura 



k 

(b) 



•U — (S^\C cos/^Arx-hX — 5f~ j 4-a^]ûra (»). 



D'ailleurs, le nombre k étant très considérable, la valeur de yj, donnée 
par la formule (b), sera sensiblement égale à zéro, pour des valeurs 
finies et négatives de l'ordonnée j, tandis que, pour des valeurs finies 
et positives de la même ordonnée, la formule (b) coïncidera sensible- 
ment avec la formule (a). Donc la partie de l'espace située au delà du 
plan de l'écran sera dans l'ombre du côté où l'écran se trouve, c'est- 
à-dire derrière l'écran, et continuera d'être éclairée du côté opposé, 
comme si l'écran n'existait pas. On devra seulement excepter les points 
de l'espace correspondants à de très petites valeurs de/, et pour les- 
quels le déplacement dépendra des deux coordonnées a?, j, aussi bien 
que du temps /. Pour ces derniers points, la formule (b) reproduit les 
lois de la diffraction telles que Fresnel les a données, et l'on peut sim- 
plifier l'étude de ces lois en transformant le second membre de l'équa- 
tion (2) à l'aide des formules que j'ai données dans plusieurs Mé- 
moires. 

Si l'écran, par lequel on suppose la lumière interceptée dans le 
plan des j, 5, ne laissait passer les rayons lumineux que dans un in- 
tervalle compris entre les limites 

en sorte que l'observateur, placé du côté des x positives, reçût la lu- 
mière par une ouverture dont la largeur fût 

(') Cette valeur de t^ est évidemment celle que donne la formule (18), quand on pose 
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la formule (b) devrait être remplacée par la suivante : 



(c) Y3 = f-jl/ cos( kx -h l — st — ^ -j-aAda. 

L'équation (c) (*) elle-même fournit seulement une valeur approchée 
de Y) et se déduit de formules générales et rigoureuses qui représen- 
tent le rayon diffracté, quelle que soit la direction du rayon incident, 
et quelles que soient les directions des vibrations moléculaires dans ce 
même rayon. Ces formules, en donnant les lois de la diffraction, mon- 
trent, par exemple, que, si le rayon incident est polarisé dans un cer- 
tain plan, le rayon diffracté restera toujours polarisé dans ce même 
plan. 

Cette conséquence particulière des formules (22) et (23) était pré- 
cisément, comme on l'a vu tout à l'heure, celle que j'avais énoncée à la 
fin du Mémoire dont je donnais un extrait dans ma Lettre du 22 avril 
i836. 

P. S. — Je m'étais proposé, dans cet Article, de reproduire la solu- 
tion du problème des ombres a laquelle se rapporte ma Lettre du 
22 avril i836- Dans un second Article, je ferai voir que cette solution 
est seulement approximative, et, en m'appuyant sur les principes dé- 
veloppés dans mes précédents Mémoires, je donnerai du même pro- 
blème une solution plus rigoureuse, qui me paraît devoir intéresser 
tout à la fois les physiciens et les géomètres. 

( ^) L'équation (c) coïncide évidemment avec la formule (18). 
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189. 

Théorie de la lumière. — Second Mémoire sur les phénomènes 
des ombres et de la diffraction. 

C. R., T. XV, p. 670 (3 octobre 184a). 

J'ai reproduit, dans la séance précédente, l'analyse que j'avais appli- 
quée en i836 au problème des ombres et de la diffraction, ainsi que les 
formules auxquelles se rapporte ma Lettre du 22 avril de la même 
année. Ces formules suffisent déjà pour expliquer la marche rectiligne 
des rayons lumineux qui traversent les fentes d'un écran, la dilatation 
de ces rayons, appelés, en raison de cette dilatation même, rayons dif- 
frojctésy les franges qui accompagnent leurs bords, et l'ombre qui oc- 
cupe la partie de Tespace située derrière l'écran a des distances sen- 
sibles de ces mêmes bords. Toutefois les formules que je viens de 
rappeler se trouvent seulement comprises, comme cas particulier, 
dans les formules générales auxquelles on arrive quand on applique 
au problème des ombres et de la diffraction l'une des deux méthodes 
que j'indiquerai tout a l'heure. Alors, il est vrai, on se trouve conduit 
k des conclusions singulières et inattendues. Mais, comme ces conclu- 
sions me paraissent exactes et propres, en raison de leur singularité 
même, a fixer l'attention des physiciens et des géomètres, j'ai cru que 
l'on me permettrait' volontiers d'entrer à ce sujet dans quelques dé- 
tails. 

Je commencerai par faire voir comment la solution du problème 
énoncé peut se déduire directement de la simple intégration des équa- 
tions aux dérivées partielles qui représentent les mouvements infini- 
ment petits d'un système de molécules. On sait que ces équations 
renferment, avec les variables indépendantes, c'est-à-dire avec les 
coordonnées et le temps, trois inconnues qui représentent les dépla- 
cements d'une molécule mesurés parallèlement aux axes coordonnés. 
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Supposons, pour plus de simplicité, ces équations réduites à des équa- 
tions homogènes, ce qui arrive, par exemple, dans la théorie de la 
lumière, quand on ne tient pas compte de la dispersion. Elles seront 
du second ordre, non seulement par rapport au temps, comme les 
équations générales de la Dynamique, mais aussi par rapport à cha- 
cune des coordonnées. Donc l'intégration introduira dans les inté- 
grales générales deux fonctions arbitraires relatives a chacune des 
inconnues. Mais ces fonctions arbitraires auront des significations 
diverses, suivant la nature du problème qu'il s'agira de résoudre. Si, 
le mouvement infiniment petit du système de molécules étant supposé 
connu à une certaine époque, il s'agit d'en conclure le mouvement 
qui s'observera dans le même système à une époque quelconque, par 
exemple, au bout du temps ^ les fonctions arbitraires seront celles qui 
représenteront au premier instant les déplacements moléculaires et 
leurs dérivées prises par rapport au temps, ou les vitesses des molé- 
cules. Si, au contraire, le mouvement étant supposé connu à une 
époque quelconque dans une portion du système, il s'agit d'en con- 
clure le mouvement transmis à une autre portion séparée de la pre- 
mière par une surface plane ou courbe, par exemple par le plan des 
r, 5, les fonctions arbitraires représenteront les déplacements des 
molécules situées dans ce plan, c'est-à-dire les déplacements molécu- 
laires correspondant à une valeur nulle de l'abscisse x, et les dérivées 
de ces déplacements relatives à x, ou plutôt les valeurs que prennent 
ces dérivées pour une valeur nulle de x. Ce n'est pas tout : on peut 
concevoir, dans la première hypothèse, que l'ébranlement initial reste 
circonscrit dans une certaine portion de l'espace, ou, en d'autres 
termes, que les déplacements et les vitesses des molécules s'évanouis- 
sent au premier instant pour tous les points de l'espace situés hors 
d'une certaine enveloppe. Pareillement on peut concevoir, dans la 
seconde hypothèse, que le mouvement propagé à une époque quel- 
conque d'un certain côté du plan de j, Zy par exemple du côté des 
X négatives, traverse seulement une portion de ce plan renfermée 
dans un certain contour et se trouve intercepté dans ce même plan en 
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chacun des points situés hors de ce même contour. Ces restrictions 
étant admises, chaque fonction arbitraire sera une fonction disconti- 
nue des coordonnées qu'elle renferme, et cette fonction discontinue, 
qui s'évanouira pour tous les points situés dans l'espace hors d'une 
certaine enveloppe, ou dan» le plan de j, z hors d'un certain contour, 
pourra être représentée par une somme d'exponentielles qui prendra 
la forme d'une intégrale définie sextuple ou quadruple. D'ailleurs • 
dans la seconde hypothèse, comme dans la première, les méthodes 
que nous avons données paur l'intégration des systèmes d'équations 
aux dérivées partielles pourront être immédiatement appliquées à la 
recherche des valeurs générales des inconnues. Mais Tinterprétation 
des formules à l'aide desquelles ces valeurs générales seront expri- 
mées peut offrir, dans la seconde hypothèse, de sérieuses difficultés 
que nous allons éclaircir, et dont la solution nous paraît devoir con- 
tribuer notablement aux progrès de la Physique mathématique. 

En vertu du théorème de Fourier et d'autres théorèmes analogues 
que j'ai donnés dans les Exercices, toute fonction continue, ou même 
discontinue, peut être représentée par la somme d'un nombre fini ou 
infini d'exponentielles réelles ou imaginaires. Par suite, comme je l'ai 
déjà remarqué dans mes précédents Mémoires, tout mouvement infini- 
ment petit qui se propage a travers un système de molécules peut 
être cohsidéré comme résultant de la superposition d'un nombre fini 
ou infini de mouvements simples. D'ailleurs un mouvement simple 
peut être durable et persistant, ou s'affaiblir et s'éteindre avec le 
temps, ou croître indéfiniment, tandis que le temps augmente. Pareil- 
lement un mouvement simple peut se propager dans l'espace sans s'af- 
faiblir, ou bien il peut croître ou décroître, suivant que l'on s'éloigne, 
dans un sens ou dans un autre, d'une surface donnée, par exemple du 
plan des j, z. Enfin, dans un mouvement simple qui ne s'affaiblit pas 
en se propageant à travers l'espace, les ondes planes peuvent marcher 
dans un sens ou dans un autre, par exemple dans le sens des œ posi- 
tives ou dans le sens des œ négatives. Cela posé, considérons d'abord, 
dans un système de molécules, le mouvement produit au bout du 
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temps / par un ébranlement initial et infiniment petit, qui ne s'éten- 
dait pas au delà d'une certaine enveloppe. Pour que ce mouvement, en 
se propageant dans l'espace, reste toujours infiniment petit, il sera né- 
cessaire qu'il ne croisse indéfiniment, ni avec le temps, ni avec la dis- 
tance; par conséquent, il sera nécessaire que, dans les exposants des 
exponentielles dont la somme représentera la valeur générale de 
chaque inconnue, le coefficient du temps ou d'une longueur absolue 
n'offre jamais de partie réelle positive. Cette condition se trouve géné- 
ralement remplie pour les intégrales qui représentent le mouvement 
produit, dans un système de molécules, par un ébranlement initial 
imprimé au système dans le voisinage d'un point donné ; et, par suite, 
ces intégrales fournissent effectivement, comme on devait s'y attendre, 
les valeurs générales des déplacements et des vitesses moléculaires, au 
bout d'un temps quelconque. Mais, si Ton suppose qu'un mouvement 
infiniment petit, pi'opagé dans la portion de l'espace qui est située, 
par rapport au plan des j, 5, du côté des x négatives, doive être sans 
cesse transmis k la portion de l'espace située du côté des x positives, 
à travers une surface, ou, si l'on veut, à travers une ouverture termi- 
née, dans ce plan, par un certain contour, en sorte que le mouvement 
se trouve intercepté par le plan en chacun des points situés au dehors 
du même contour, alors on obtiendra souvent, pour représenter les 
valeurs générales des inconnues, des formules qui sembleront para- 
doxales au premier abord. En effet, les valeurs des inconnues étant 
réduites à des sommes d'exponentielles, il arrivera souvent que, dans 
les exposants de quelques exponentielles, les coefficients des distances 
absolues offriront des parties réelles positives. Donc, alors, quelques- 
uns des mouvements simples dont les exponentielles seront les sym- 
boles caractéristiques sembleront devoir devenir de plus en plus 
sensibles et croître indéfiniment aux yeux d'un observateur qui s'éloi- 
gnerait indéfiniment du plan des j, 5, du côté des x positives. Il y a 
plus : parmi les mouvements simples correspondants aux mêmes expo- 
nentielles, ceux qui se propageront sans s'affaiblir offriront souvent 
cette circonstance remarquable que les uns sembleront devoir se pro- 
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pager dans le sens des x positives, les autres en sens contraire. Cepen- 
dant il paraît absurde de supposer qu'un mouvement infiniment petit, 
propagé dans un système de molécules du côté des x négatives, fasse 
naître du côté des x positives des mouvements simples qui croissent 
indéfiniment avec la distance au plan des j, z^ ou des mouvements 
simples dans lesquels les ondes planes soient ramenées vers ce plan. 
Pour faire disparaître ces paradoxes, il suffit de considérer les valeurs 
des déplacements moléculaires données par l'intégration comme com- 
posées chacune de deux parties, et d'admettre que la première partie 
représente le déplacement d'une molécule dans un mouvement infini- 
ment petit, qui se transmet et se propage du côté des x positives, mais 
que la seconde partie, prise en signe contraire, représente le déplace- 
ment d'une molécule dans un mouvement réfléchi, c'est-a-dire dans 
un mouvement qui se propage du côté des x négatives, en se superpo- 
sant au mouvement donné. Alors, pour obtenir le mouvement trans- 
mis, on doit superposer les uns aux autres ceux des mouvements 
simples et relatifs aux diverses exponentielles qui se propagent dans 
le sens des x positives, ou s'affaiblissent et s'éteignent quand on 
s'éloigne dans le même sens du plan des j, z. Au contraire, pour 
obtenir le mouvement réfléchi, on doit superposer les uns aux autres 
des mouvements directement opposés aux mouvements simples qui se 
propagent dans le sens des x négatives, ou s'affaiblissent et s'étei- 
gnent quand on s'éloigne dans ce même sens du plan des y, z. En 
opérant ainsi, on verra toutes les difficultés s'évanouir. On pourrait 
objecter, il est vrai, que l'intégration effectuée semblait avoir pour 
but la recherche unique des déplacements et des vitesses des molé- 
cules situées, par rapport au plan des y, z^ du côté des x négatives; 
mais l'Analyse, en nous conduisant a des formules qui sont inadmissi- 
bles quand on se borne a tenir compte du mouvement transmis, 
prouve qu'en ayant égard à ce seul mouvement on ne peut résoudre 
la question proposée. D'ailleurs, pour interpréter avec justesse les in- 
tégrales obtenues, il est nécessaire de revenir sur ses pas et d'exa- 
miner, d'une part, quelles sont les données que l'on a introduites 
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dans le calcul; d'autre part, quelles sont les quantités dont l'intégra- 
tion peut fournir la valeur. Or ici les données du problème sont évi- 
demment les déplacements et les vitesses des molécules dans le plan 
des j, 5, ou plutôt dans une tranche infiniment mince comprise entre 
le plan des y, z et un plan parallèle infiniment voisin. Ces déplace- 
ments et ces vitesses sont tout ce que l'intégration emprunte aux faits 
énoncés. Supposées connues à une époque quelconque, elles sont 
considérées comme l'origine et la cause permanente des mouvements 
qui se propagent hors de la tranche dont il s'agit, et les inconnues du 
problème sont précisément les déplacements et les vitesses des molé- 
cules situées hors de cette même tranche. Du reste, il suffit que les 
valeurs générales des inconnues aient la double propriété de vérifier 
les équations différentielles des mouvements infiniment petits et de se 
réduire, dans l'épaisseur de la tranche, aux valeurs données. 11 im- 
porte peu que les nouveaux mouvements simples, dont la naissance 
permettra de remplir cette double condition, soient des mouvements 
transmis ou des mouvements réfléchis. D'ailleurs, comme l'expérience 
prouve que des mouvements peuvent être réfléchis, et se réfléchissent 
en effet dans certaines circonstances, il est clair que rien ne s'oppose 
à ce qu'on admette comme véritable l'interprétation à laquelle nous 
venons de parvenir; c'est même, à ce qu'il semble, une chose digne 
d'être remarquée, que l'examen approfondi des formules données par 
l'Analyse nous ait nécessairement conduits à la notion de mouvements 
réfléchis. 

Les principes que nous venons d'exposer nous paraissent appli- 
cables k' la recherche des lois suivant lesquelles un rayon de lumière, 
propagé dans un milieu transparent, surtout dans l'éther isolé, du 
côté des X négatives, est transmis a la portion de ce milieu située 
du côté des ce positives, à travers une ouverture pratiquée dans un 
écran très mince dont une surface coïncide avec le plan dés j, s. Ce 
dernier problème est précisément celui des ombres et de la diffraction. 
Il diffère très peu du problème que nous venons de résoudre, ta prin- 
cipale différence entre l'un et l'autre consiste en ce que, dans la ques- 



Digitized by 



Google 



176 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

tion ci-dessus traitée, on n'a point spécifié la cause en vertu de laquelle 
le mouvement se trouvait en partie intercepté par la tranche infiniment 
mince dont une surface coïncide avec le plan des j, z^ et que Ton a rai- 
sonné, au contraire, comme si cette tranche pouvait acquérir le pouvoir 
d'intercepter le mouvement sans cesser d'être formée avec les molé- 
cules qui composent le milieu donné. On pourrait donc craindre qu'il 
no fût nécessaire de faire intervenir la nature même de l'écran dans 
la solution du problème des ombres et de la diffraction; et, dans la 
réalité, pour résoudre le problème avec une rigueur mathématique, il 
conviendrait non seulement de spécifier la substance dont se forme 
l'écran, mais encore de calculer l'extinction des rayons lumineux 
opérée par cette substance. Toutefois, comme l'expérience prouve 
que la nature de l'écran n'a pas d'influence sur la nature des phé- 
nomènes observés et sur les lois de la diffraction, il parait que, dans 
la recherche de ces lois, on peut sans inconvénient se borner à déve- 
lopper les conséquences des formules auxquelles on arrive par la mé- 
thode ci-dessus exposée. 

Nous avons maintenant à signaler une conclusion extraordinaire à 
laquelle nous conduisent les principes que nous venons d'établir. Cette 
conclusion est que, si la lumière passe à travers une ouverture prati- 
quée dans un écran, cette circonstance fera naître généralement deux 
espèces de rayons diffractés, les uns transmis, les autres réfléchis. 
Remarquons d'ailleurs qu'il s'agit en ce moment, non pas de rayons 
réfléchis par la portion de l'écran qui avoisine l'ouverture, mais de 
rayons réfléchis, si je puis le dire, par cette ouverture même. Si jus- 
qu'ici l'on n'a observé que les rayons transmis, cela tient sans doute à 
ce qu'il est beaucoup plus facile de les apercevoir à côté de l'ombre 
que porte l'écran. Il serait intéressant d'examiner si, en faisant usage 
d'un écran très noir et qui absorberait, autant que possible, tous les 
rayons incidents, on ne parviendrait pas à rendre sensibles les nou- 
veaux rayons réfléchis et diffractés. 

Au reste, dans certains cas particuliers et sous certaines conditions, 
les rayons réfléchis peuvent disparaître. Les formules que nous avons 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT No 189. 177 

rappelées dans la séance précédente résolvent le problème des ombres 
et de la diffraction de la lumière propagée à travers un milieu trans- 
parent et isophane, dans le cas où ces conditions se trouvent remplies 
et où d'ailleurs la vitesse do propagation des vibrations transversales 
devient équivalente à la vitesse de propagation des vibrations longi- 
tudinales, ce qui réduit les trois équations différentielles des mou- 
vements infiniment petits à des équations dans lesquelles les trois 
inconnues se trouvent séparées Tune de l'autre. 

La méthode dont je viens de me servir pour traiter le problème des 
ombres et de la diffraction n'est pas la seule qui fournisse la solution 
de ce problème. Cette solution peut encore se déduire des principes 
que j'ai développés dans mes précédents Mémoires, et spécialement 
dans le Mémoire du 12 septembre dernier. Il ne sera pas inutile de 
montrer ici en peu de mots comment l'application de ces principes au 
problème qui nous occupe confirme et généralise même les résultats 
ci-dessus énoncés. 

Dans le Mémoire du 12 septembre dernier, j'ai particulièrement 
examiné ce qui arrive lorsqu'un rayon simple est transmis, d'un pre- 
mier milieu à un second, k travers une surface plane, et j'ai trouvé 
six équations de condition relatives à la surface. Ces équations sont 
celles qui expriment que les déplacements d'une molécule, mesurés 
parallèlement aux axes coordonnés, et les dérivées de ces déplace- 
ments prises par rapport à x^ acquièrent les mêmes valeurs sur la 
surface prise pour plan des r, 5, soit que l'on considère la molécule 
comme appartenant au premier ou au second milieu. J'ai remarqué 
d'ailleurs que, si un rayon simple se propage dans le premier des 
deux milieux, et tombe sur la surface plane, la réflexion et la réfrac- 
tion feront naître, dans chaque milieu, non seulement les deux rayons 
qui peuvent être perçus par l'œil, savoir, ceux dans lesquels les vibra- 
tions moléculaires sont transversales ou sensiblement transversales, 
mais encore un troisième rayon dans lequel les vibrations molécu- 
laires seraient longitudinales s'il se propageait sans s'affaiblir. On 
aura donc à déterminer les symboles caractéristiques et les paramètres 

OEuvres de C, — S. I, t. VU. 23 



Digitized by 



Google 



178 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

symboliques de trois rayons réfléchis et de trois rayons réfractés. Or, 
comme nous l'avons dit, pour que les conditions relatives à la surface 
réfléchissante puissent être vérifiées, il sera d'abord nécessaire que les 
symboles caractéristiques des six rayons réfléchis et réfractés devien- 
nent égaux, sur la surface, au symbole caractéristique du rayon inci- 
dent; et, cette égalité étant admise, non seulement les directions des 
plans des ondes et des vibrations moléculaires seront connues dans les 
six nouveaux rayons, mais, de plus, les six équations de condition suf- 
firont pour déterminer les seules inconnues que présentera encore le 
problème, savoir, les six paramètres symboliques correspondants aux 
trois rayons réfléchis et aux trois rayons réfractés. 

Dans le Mémoire que je viens de rappeler, la surface plane, tra- 
versée par les rayons lumineux, avait une étendue indéfinie. Consi- 
dérons maintenant le cas où cette surface ne se laisserait traverser 
par la lumière que dans les points situés entre deux droites paral- 
lèles, et jouerait le rôle d'un écran pour tous les points situés hors 
de ces mêmes droites. La portion de surface plane comprise entre les 
deux droites pourra être envisagée comme une fente pratiquée dans 
un écran, et à travers laquelle la lumière serait transmise. Le pro- 
blème k résoudre sera de trouver les lois suivant lesquelles s'effectue 
cette transmission. Or, pour obtenir la solution désirée, il suffira de 
recourir aux six équations de condition ci-dessus mentionnées et de 
représenter, dans le rayon incident, les déplacements des molécules 
situées sur la surface de l'écran, et les dérivées de ces déplacements 
prises par rapport à or, k l'aide d'intégrales définies doubles qui aient 
la propriété de s'évanouir hors des limites correspondantes aux deux 
bords de la fente. D'ailleurs la réflexion et la réfraction, produites par 
la surface de séparation des deux milieux, feront naître, comme dans le 
cas où cette surface était illimitée, trois rayons réfléchis et trois rayons 
réfractés. Si les milieux sont transparents, deux des trois rayons pour- 
ront être perçus par l'œil dans chaque milieu, et ces deux rayons se 
réuniront en un seul dans les milieux isophanes. Quant au troisième 
rayon, il s'éteindra toujours k une petite distance de la surface réflé- 
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chissante. Ajoutons que, dans chacun des six nouveaux rayons, les 
déplacements symboliques des molécules pourront être exprimés 
chacun à l'aide d'une intégrale définie double. Lorsque la fente 
deviendra infiniment grande, les six intégrales correspondantes aux 
six rayons se réduiront, comme on devait s'y attendre, à six expo- 
nentielles qui représenteront les symboles caractéristiques de ces 
rayons; et chaque onde plane aura une étendue illimitée, soit dans 
le premier, soit dans le second milieu. Mais il n'en sera plus de même 
si la fente devient très étroite; et, dans ce dernier cas, chacun des 
rayons qui se propagera sans s'affaiblir se transformera en un filet 
de lumière dont la nature se déduira de la discussion de l'intégrale 
correspondante. Cette discussion deviendra facile si l'on applique à la 
détermination approximative de chaque intégrale les formules que j'ai 
données dans la séance précédente. Or, les six intégrales étant de 
même nature, on pourra en dire autant des six rayons, et chacun 
d'eux sera du genre de ceux que l'on nomme rayons diffractés. Donc, 
lorsqu'une fente, pratiquée dans un écran très mince qui couvre la 
surface de séparation de deux milieux, permet à un filet de lumière 
de rencontrer cette surface, les rayons réfléchis par la surface sont 
difi'ractés, aussi bien que les rayons transmis. 

Considérons maintenant le cas particulier où, les deux milieux 
étant transparents et isophanes, la nature du second milieu devient 
identique avec celle du premier. Alors, dans chaque milieu, les deux 
rayons qui se propagent sans s'affaiblir se réuniront en un seul. Mais 
cette circonstance n'entraînera nullement la disparition des rayons 
réfléchis, dont au contraire on sera obligé de tenir compte pour véri- 
fier les six équations de condition relatives à la surface de l'écran. 
Nous voici donc amenés de nouveau a la conclusion singulière à 
laquelle /lous avions été conduits par un examen attentif des inté- 
grales générales qui représentent un mouvement transmis et propagé 
dans un seul milieu à travers une portion de surface plane. Ainsi les 
deux méthodes que nous avons suivies nous indiquent l'une et l'autre 
un nouveau phénomène qui paraît propre à éveiller l'attention des 
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physiciens, et la seconde méthode a l'avantage de montrer comment 
ce nouveau phénomène se lie aux phénomènes déjà connus. 



190. 

Théorie de la lumière. — Mémoire sur les rayons diffraciès qui peuvent 

être transmis ou réfléchis par la surface de séparation de deux milieux 

isophanes. 

C. R., T. XV, p. 712 (10 octobre 1842). 

En supposant que la lumière passe d'un milieu dans un autre, à tra- 
vers une portion de la surface qui les sépare, et cherchant k déduire 
de l'analyse les phénomènes correspondants à cette hypothèse, je suis 
arrivé à cette conclusion qu'alors les rayons réfléchis doivent être dif- 
fractés tout comme les ravons transmis. D'ailleurs cette conclusion de 
mon dernier Mémoire ne doit pas être considérée seulement comme 
un résultat du calcul; car, en l'entendant énoncer dans la séance pré- 
cédente, M. Arago s'est rappelé une expérience qu'il avait faite autre- 
fois avec Fresnel, et dans laquelle ils avaient observé des franges qui 
accompagnaient des rayons réfléchis par des sillons arbitrairement 
tracés sur la surface d'un verre noirci par la fumée. Il y a donc lieu 
de rechercher les lois de la difl^raction, non seulement dans les rayons 
transmis, mais encore dans les rayons réfléchis par la surface de sépa- 
ration de deux milieux transparents. Tel est l'objet dont je m'occupe 
dans ce nouveau Mémoire, en supposant, pour plus de simplicité, que 
les deux milieux donnés sont isophanes. Je demanderai à l'Académie 
la permission d'exposer en peu de mots quelques-unes des principales 
conséquences des formules auxquelles je suis parvenu. ^ 

Supposons qu'un rayon de lumière passe d'un milieu transparent et 
isophane dans un autre milieu isophane, séparé du premier par une 
surface plane qui sera prise pour plan des j, z; supposons encore que 
ce plan intercepte généralement la lumière et ne se laisse traverser 
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par elle que dans les points situés en dedans d'un certain contour très 
resserré, ce qui aurait lieu, par exemple, si la surface de séparation 
des deux milieux était recouverte par un écran très noir dans lequel 
une très petite ouverture serait pratiquée. Si le rayon incident est 
simple, le rayon réfléchi, qui se propagera dans le premier milieu, 
cessera d'être un rayon simple, tout comme le rayon transmis au 
second milieu. Ces deux rayons, dont chacun résultera de la superpo- 
sition d'une infinité de rayons simples, seront, l'un et l'autre, de la 
nature de ceux que l'on nomme rayons diffractés. Chacun d'eux offrira 
un filet de lumière très étroit, et l'intensité de la lumière, mesurée 
dans un plan perpendiculaire à Taxe du filet, s'évanouira sensible- 
ment à une distance sensible de cet axe. Il y a plus : cette intensité 
variera sur les bords du filet de manière à présenter divers maxima et 
minima. Enfin, comme ces maxima et minima répondront à des points 
diversement situés pour des couleurs diverses, il en résulte que, si le 
rayon incident est un rayon formé par la superposition de plusieurs 
autres inégalement réfrangibles, s'il est, par exemple, un rayon blanc 
de lumière ordinaire, chacun des deux ravons réfléchi et réfracté 
offrira sur ses bords des franges colorées. Les couleurs des franges 
se réduiraient à une seule si le rayon incident était un rayon homo- 
gène. D'ailleurs la position des franges dans un rayon homogène, et, 
par suite, dans un rayon composé, se déduira immédiatement, avec 
une grande approximation, des règles très simples que nous allons 
indiquer. 

Considérons d'abord le cas où le rayon incident est perpendiculaire 
a la surface réfléchissante, et supposons que ce rayon, étant simple, 
émane d'un foyer de lumière placé a une distance très considérable 
de la surface; enfin supposons ce rayon transmis au second milieu à 
travers une fente très étroite, dont les bords soient parallèles à l'axe 
des z. Si l'on mesure l'intensité de la lumière transmise dans un plan 
perpendiculaire à cet axe et à une distance donnée de la surface, cette 
intensité présentera divers maxima et minima correspondants à divers 
points, et chacun de ces points, quand on fera varier la distance à la 
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surface, se mouvra, comme l'a dit Fresnel, sur une hyperbole sensi- 
blement réduite, dans le cas présent, à une parabole. D'ailleurs cette 
parabole aura pour axe, comme Ton sait, la direction du rayon trans- 
mis, et pour sommet le bord de la fente. Mais ce qui n'avait pas encore 
été remarqué, ce me semble, et ce qui résulte immédiatement de mes 
formules, c'est que les paramètres des diverses paraboles correspondantes 
aux dwerses franges se réduisent, à très peu prés, aux divers termes d'une 
progression arithmétique dont la raison est la longueur d'une ondulation 
lumineuse, le premier terme étant les trois quarts de cette longueur même. 
Calculées d'après cette règle, les racines carrées des rapports existants 
entre les paramètres doublés et la longueur d'une ondulation seront 
respectivement, pour les paraboles correspondantes aux maxima d'in- 
tensité de la lumière : 

s/T^ := 1,22, yJWfi =2,3452, V^9^ =3,0822, y/i3,5 ^ 3,6742, 

y 17,5 =:4,i833, y/21,5 = 4,6368, v/25,5 = 5,0948, ..., 



et pour les paraboles correspondantes aux minima d'intensité de la 
lumière : 

\fj^ =1,871, v^ =2,7386, v^ii, 5 = 3,3912, v^i5,5 = 3,9370, 
V^9,5 = 4,4159, v^23,5 = 4,8477, v^27,5 = 5,244o, 

A la place des nombres que nous venons d'obtenir, Fresnel a trouvé 
les suivants : 

i,2i72j 2,3449, 3,0820, 3,6742, 4,i832, 4*6069, 5,o5oo, ..., 
1,8726, 2,7392, 3,3913, 3,9372, 4,4i6o, 4,8479, 5,2442, ..., 

qui diffèrent très peu des premiers, et qu'il a déterminés par un assez 
long calcul, en formant une Table avec diverses valeurs d'une certaine 
intégrale définie. Quant à l'amplitude des vibrations moléculaires, si on 
Ui représente par V unité au moment où le rayon transmis commence à 
pénétrer dans le second milieu, elle se troussera augmentée ou diminuée, 
sur chaque parabole, d'une quantité sensiblement égale au nombre inverse 
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de celui qui exprime la circonférence du cercle dont le rayon aurait pour 
mesure la rojcine carrée du rapport entre le paramètre de la parabole et la 
longueur d'une ondulation. 

Les règles que nous venons d'énoncer ne sont pas seulement appli- 
cables aux rayons transmis : le calcul prouve qu'elles s'appliquent 
pareillement aux rayons réfléchis et difl^ractés. Il prouve aussi qu'à 
une distance infiniment petite de la surface réfléchissante l'intensité 
de la lumière, dans les rayons transmis et réfléchis, est sensiblement 
celle que l'on obtiendrait si, l'écran venant à disparaître, il n'y avait 
pas de diffraction. Il prouve enfin que, si le rayon incident est pola- 
risé rectilignement suivant un certain plan, les rayons diffractés, 
transmis ou réfléchis, seront polarisés suivant ce même plan. 

Lorsque la nature du second milieu devient identique avec celle 
du premier, alors, près de la surface réfléchissante, l'intensité de la 
lumière transmise se confond avec l'intensité de la lumière incidente, 
et le rayon réfléchi subsiste encore, avec cette circonstance remar- 
quable que les diverses paraboles correspondent, non pas à des inten- 
sités diverses de la lumière réfléchie, mais seulement à des change- 
ments de phases. Toutefois, comme l'intensité de la lumière réfléchie 
est alors de l'ordre des termes que l'on négligeait dans le cas où les 
deux milieux étaient de nature diff'érente; comme d'ailleurs ces termes 
peuvent être effectivement négligés, si la vitesse de propagation des 
vibrations transversales n'est pas très petite par rapport à la vitesse de 
propagation des vibrations longitudinales, il en résulte que, hors ce 
dernier cas, les rayons réfléchis et diffractés (*) sous l'incidence per- 
pendiculaire seront du nombre de ceux qu'il sera très difficile d'aper- 
cevoir. 

Jusqu'à présent nous avons supposé que le rayon incident était 
normal à la surface réfléchissante. Supposons maintenant qu'il s'in- 
cline sur cette surface et forme avec la perpendiculaire à la surface 

( ' ) Si les rayons dont il s^agit ici pouvaient être facilement rendus sensibles dans un 
milieu donné, ce serait une preuve que, dans ce milieu, le rapport entre les vitesses de 
propagation des vibrations transversales et longitudinales est très petit. 
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un angle très petit. Alors, dans chaque parabole, la corde .ou section 
rcctiligne faite par un plan parallèle k la surface décroîtra proportion- 
nellement au cosinus de l'angle d'incidence, et en même temps le 
milieu de cette corde, primitivement situé sur la direction naturelle 
du rayon réfracté, suivra ce rayon, tandis qu'il s'inclinera par rapport 
a la surface réfléchissante. Par suite, chaque parabole se transformera 
en une autre parabole qui sera encore tangente à la surface réfléchis- 
sante, et qui aura pour axe une droite parallèle à la direction natu- 
relle du rayon réfracté. 

J'ai indiqué les conséquences auxquelles conduisent mes formules 
dans le cas où, les deux milieux étant isophanes, le rayon incident 
est perpendiculaire à la surface réfléchissante ou tombe sur elle de 
manière que l'angle d'incidence soit peu considérable. Dans d'autres 
articles j'examinerai ce qui arrive lorsque l'un des milieux cesse d'être 
isophane ou lorsque l'angle d'incidence devient quelconque, et en 
particulier ce que deviennent sous une grande incidence les rayons 
réfléchis et difl^ractés. 



191. 

Physique mathématique. — Mémoire sur de nouveaux phénomènes^ indiqués 
par le calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens ^ et en par- 
ticulier sur la diffraction du son. 

C. R., T. XV, p. 759 (17 octobre 1842). 

Dans les séances précédentes, j'ai dit comment j'avais appliqué l'A- 
nalyse mathématique à la recherche des lois suivant lesquelles un 
rayon de lumière se propage, en passant d'un milieu dans un autre, k 
travers une portion de surface plane. Une première conclusion, déduite 
de mes formules et dont l'exactitude se trouve déjà constatée, comme 
on l'a vu, par une ancienne expérience de MM. Arago et Fresnel, c'est 
que les rayons réfléchis sont diffractés tout comme les rayons trans- 
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mis. Une autre conclusion digne de remarque, c'est que, dans un 
rayon simple, transmis ou réfléchi suivant une direction perpendicu- 
laire à la surface de séparation des deux milieux, les paramètres des 
diverses paraboles, correspondantes aux points où l'intensité de la 
lumière devient un maximum ou un minimum, forment à très peu 
près une progression arithmétique dont la raison ou différence est la 
longueur d'une ondulation lumineuse. On a pu remarquer encore la 
règle qui fait connaître les transformations subies par ces diverses 
paraboles dans le cas où le rayon lumineux vient à s'incliner sur la 
surface à travers laquelle il est transmis. Mais, aux règles et aux proposi- 
tions énoncées dans mes précédents Mémoires, j'ajouterai aujour- 
d'hui une remarque nouvelle, qui me paraît devoir éveiller particu- 
lièrement l'attention des physiciens : c'est que l'analyse dont j'ai fait 
usage ne s'applique pas seulement à la théorie des ombres et de la 
diffraction des rayons lumineux; elle s'applique généralement à la 
propagation des mouvements infiniment petits transmis d'un milieu 
dans un autre à travers une portion de surface plane, et prouve que 
les lois générales de cette transmission doivent rester les mêmes, 
quelle que soit la nature des phénomènes que les mouvements pro- 
duisent. Ainsi, par exemple, il résulte de notre analyse que les ondes 
sonores doivent être, tout comme les ondes lumineuses, non seulement 
réfléchies^ mais encore réfractées^ quand elles viennent à rencontrer la 
surface de séparation de deux milieux. Il y a plus : si le son est trans- 
mis à travers une ouverture pratiquée dans une cloison très mince qui 
sépare l'une de l'autre deux portions d'un même milieu, les ondes 
sonores transmises devront être des ondes diffrdctées, dans lesquelles 
l'intensité du son, mesurée à une distance donnée de la surface de la 
cloison, offrira des maxima et des minima correspondants à divers 
points de l'espace. Si les ondes sonores qui rencontrent la cloison 
émanent d'une source placée à une très grande distance, et si d'ailleurs 
l'ouverture qui leur livre passage se réduit à une fente verticale, alors, 
dans chaque plan horizontal, les points correspondants aux plus 
grandes et aux moindres intensités du son se trouveront situés, à très 
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peu près, sur diverses paraboles dont les paramètres formeront une 
progression arithmétique qui aura pour raison l'épaisseur d'une onde 
sonore. A la vérité, ces conséquences de notre analyse doivent pa- 
raître au premier abord d'autant plus extraordinaires, qu'une diffé- 
rence bien marquée semble exister entre les phénomènes que produit 
d'une part la transmission de la lumière à travers les fentes d'un 
volet, d'autre part la transmission du son à travers une ouverture pra- 
tiquée dans une cloison ou dans une muraille. En effet, sans qu'il soit 
nécessaire de recourir à des expériences délicates, l'observateur le 
moins exercé reconnaîtra sans peine que derrière une cloison, et tout 
près de cette cloison même, les sons peuvent être perçus par l'oreille 
à des distances considérables de l'ouverture par laquelle ils sont trans- 
mis, tandis qu'un rayon de lumière passant à travers une fente de- 
vient insensible pour l'œil à une petite distance de l'axe de ce rayon. 
Toutefois l'accord qui a subsisté jusqu'ici entre les résultats de l'ob- 
servation et les conclusions tirées de mes formules me donne la ferme 
confiance que cette fois encore l'expérience viendra confirmer les pré- 
visions de la théorie. Déjà même l'Analyse explique la différence capi- 
tale que je signalais tout k l'heure entre les phénomènes produits par la 
transmission de la lumière et celle des sons à travers une petite ouver- 
ture. Cette différence cessera de nous étonner si nous comparons les 
épaisseurs des ondes sonores aux épaisseurs des ondes lumineuses. 
Kn effet, tandis que l'épaisseur d'une onde lumineuse varie entre des 
limites très resserrées, sensiblement représentées, pour les rayons 
que l'œil aperçoit, par le tiers et par les deux tiers de la millième partie 
d'un millimètre, l'épaisseur d'une onde sonore, pour les sons perçus 
par l'oreille, ne s'abaisse jamais au-dessous de deux centimètres, et 
peut s'élever a plusieurs mètres. Par suite, chacune des paraboles qui 
correspondront aux plus grandes et aux moindres intensités de la 
lumière, dans un rayon diffracté, offrira un très petit paramètre et 
s'écartera très peu de l'axe de ce rayon. Mais on ne pourra plus en 
dire autant des paraboles qui, dans les ondes sonores et diffractécs, 
correspondront aux plus grandes et aux moindres intensités du son. 
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Ces dernières paraboles, qui seront encore tangentes à la surface de 
la cloison, à travers laquelle le mouvement est transmis par une fente, 
offriront au contraire des paramètres sensibles, qui pourront s'élever 
à plusieurs mètres ; et en conséquence le son pourra s'entendre derrière 
la cloison, et assez près de cette cloison même, à de grandes distances 
de la fente. Il est toutefois une observation essentielle que nous de- 
vons faire : c'est que, si divers sons, les uns plus graves, les autres 
plus aigus, mais d'égale intensité, sont transmis successivement ou 
simultanément k travers une même ouverture pratiquée dans une 
cloison, les sons aigus seront ceux qui s'éteindront le plus rapidement 
à mesure que l'on s'éloignera de l'ouverture dans un plan parallèle à 
la surface de la cloison. Il pourra même y avoir à cet égard entre les 
divers sons une différence très marquée; car, si l'on prend pour 
mesure de l'intensité du son le carré de l'amplitude des vibrations mo- 
léculaires, cette intensité, mesurée dans les ondes diffractées et dans 
un plan parallèle à la cloison à de très grandes distances de l'ouver- 
ture, sera sensiblement proportionnelle à l'épaisseur de ces mêmes 
ondes. 

En terminant cet exposé, je ferai une dernière remarque. M. Co- 
riolis, à qui je communiquais les résultats de mes recherches, vient 
de m'apprendre à l'instant même que des expériences faites en sa pré- 
sence par M. Savart, dans le grand amphithéâtre du Collège de France, 
avaient constaté l'existence de variations périodiques dans l'intensité 
du son, tandis que l'on passait d'un point de la salle à un autre. Ces 
expériences confirment évidemment mes calculs, en vertu desquels, 
dans la théorie du son comme dans la théorie de la lumière, le phéno- 
mène de la diffraction peut être observé, soit dans les mouvements 
transmis, soit dans les mouvements réfléchis. 

Post'Scnptum, — Après avoir entendu l'exposé qu'on vient de lire, 
M. Arago a cité une expérience que M. Young lui avait communiquée, 
mais qui n'a été publiée nulle part, et qui confirme les conclusions 
ci-dessus énoncées. 
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Analyse. 

Formules générales pour la réflexion, la réfraction et la diffraction des 
mouvements infiniment petits, propagés dans un ou plusieurs systèmes de 
molécules. 

Comme nous Tavons dit ailleurs, lorsque des mouvements infini- 
ment petits sont propagés dans un ou plusieurs systèmes homogènes 
de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion 
mutuelle, les équations différentielles de ces mouvements infiniment 
petits sont des équations linéaires. Il y a plus : si, comme il arrive 
ordinairement, les coefficients des dérivées de chaque inconnue dans 
ces équations différentielles sont des fonctions périodiques des coor- 
données, alors, dans la recherche des lois suivant lesquelles les mou- 
vements infiniment petits se propagent à de grandes distances, on 
pourra, en vertu des principes établis dans un précédent Mémoire, 
remplacer chaque coefficient par sa valeur moyenne, et réduire en 
conséquence les diverses équations données à des équations aux déri- 
vées partielles et à coefficients constants. Enfin tout mouvement infini- 
ment petit pouvant être censé résulter de la superposition d'un nombre 
fini ou infini des mouvements simples, nous pourrons nous borner ici 
à rechercher les lois de la réflexion, de la réfraction et de la diffraction 
des mouvements simples, propagés dans un ou plusieurs systèmes de 
molécules. 

Gela posé, considérons des molécules d'une nature donnée, par 
exemple, des molécules d'éther renfermées dans deux milieux que sé- 
pare le plan des j, z. Soient m une de ces molécules, et Ç, yj, Ç ses dé- 
placements infiniment petits, mesurés parallèlement aux axes rectan- 
gulaires des Xy j, z. Les mouvements infiniment petits de Téther et 
des autres systèmes de molécules ^ui pourront être renfermés avec 
l'éther dans les deux milieux se trouveront représentés par des équa- 
tions aux dérivées partielles et à coefficients constants, entre les dé- 
placements Ç, Y], Ç de la molécule m, et les déplacements correspon- 
dants des molécules de chaque espèce, les variables indépendantes 
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étant les coordonnées a?, j, z et le temps t. Ces équations seront, dans 
chaque milieu, en nombre égal à celui des inconnues, c'est-à-dire que 
le nombre des équations sera triple du nombre des systèmes de molé- 
cules; et, si l'on élimine toutes les inconnues, à l'exception d'une 
seule, on obtiendra, entre cette inconnue « et les variables indépen- 
dantes a?, j, 5, /, une équation résultante 

(0 F(D;„Dy, D„D,)8 = o, 

que nous nommons Véquation caractéristique. D'ailleurs les valeurs des 
coefficients que renfermeront les équations des mouvements infini- 
ment petits, par conséquent la forme de ces équations et celle de l'é- 
quation caractéristique, pourront varier dans le passage du premier 
milieu au second. Enfin, si l'on nomme déplacements symboliques, et 

si l'on représente par 

l, ^, ç, ..., « 

des variables imaginaires, dont les déplacements effectifs 

soient les parties réelles, on pourra, dans les équations aux dérivées 
partielles des mouvements infiniment petits, et dans l'équation carac- 
téristique, remplacer Ç, yj, ^, . . . , « par ^, yj, Ç, . . . , ». On aura donc 

(2) F(D;„D3., D„D,)H = o. 

Ajoutons qu'un mouvement simple, propagé dans les divers systèmes 
de molécules, se trouvera représenté par des équations finies, dont 
chacune sera de la forme 

a, V, Wy s, H désignant des constantes réelles ou imaginaires, dont les 
quatre premières vérifieront la formule 

(4) ¥(U, i>,WyS)=ZO, 

tandis que le paramétre symbolique H, relatif à l'inconnue », et les pa- 
ramètres analogues relatifs aux autres inconnues se trouveront liés 
entre eux par des équations linéaires, que l'on obtiendra en remplaçant, 



Digitized by 



Google 



190 COMPTES RENDUS DE LACADÉMIE. 

dans les équations difTérenticlles des mouvements infiniment petits, 
chaque inconnue par le paramètre correspondant, et ^r, j, 5, / par w, 
ç, w, s. En vertu de ces équations linéaires, les rapports entre les 
divers paramètres symboliques deviendront des fonctions connues de 

//, (% tv, s. 

L'exponentielle népérienne 

dont l'exposant se réduit a une fonction linéaire des quatre variables 
indépendantes, est ce que nous appelons le symbole caractéristique du 
mouvement simple propagé à travers les divers systèmes de molécules. 
Pour que ce mouvement simple ne puisse ni croître ni décroître en se 
propageant, il est nécessaire que les coefficients 

w, r, «', s 

n'offrent pas de parties réelles, ce qui arrivera, par exemple, si Ton a 

u, V, w, s désignant des constantes réelles. Alors, si l'on pose 

et 

T_-, l_-j^, £1-^, 

les quantités T, 1, Q représenteront la durée d'une vibration molécu- 
laire, V épaisseur des ondes planes et la tnlesse de propagation de ces 
mêmes ondes. 

Observons maintenant que chaque équation aux dérivées partielles 
est du second ordre par rapport au temps. En conséquence, le degré 
de l'équation (4) par rapport à s^ sera égal au double du nombre des 
inconnues. D'ailleurs, pour chaque valeur de s^ tirée de l'équa- 
tion (4), l'équation (3) et les autres équations semblables représente- 
ront un mouvement simple, qui se propagera dans un sens ou dans 
un autre, suivant le signe attribué à s. Donc le nombre des mouve- 
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ments simples qui correspondront aux diverses valeurs de s^ tirées de 
Téquation (4)» et dont chacun pourra se propager en deux sens oppo- 
sés, sera généralement égal au double du nombre des systèmes de mo- 
lécules. 

Concevons à présent qu'un mouvement simple, propagé dans le pre- 
mier des deux milieux que Ton considère, vienne a rencontrer la sur- 
face qui sépare le premier milieu du second, c'est-à-dire le plan des 
y, z, et supposons, pour plus de simplicité, que les équations diffé- 
rentielles des mouvements infiniment petits se réduisent pour chaque 
système de molécules à des équations homogènes, de sorte que cha- 
cune de ces équations soit du second ordre, non seulement par rap- 
port au temps, mais aussi par rapport aux coordonnées. Si les épais- 
seurs des ondes planes sont très grandes par rapport au rayon de la 
sphère d'activité sensible des molécules de chaque système, le mou- 
vement simple qui tombera par hypothèse sur la surface de séparation 
des deux milieux, et que nous appellerons pour cette raison mouve- 
ment incident, donnera généralement naissance a des mouvements réflé- 
chis et réfractés dont le nombre dans chaque milieu sera égal au nombre 
des systèmes de molécules. Alors la valeur totale de chaque inconnue « 
sera représentée : i** dans le premier milieu, par la somme des valeurs 
de celte inconnue successivement calculées dans le mouvement inci- 
dent, puis dans chacun des mouvements réfléchis; 2*> dans le second 
milieu, par la somme des valeurs de la même inconnue successive- 
ment calculées dans chacun des mouvements réfractés. Cela posé, pour 
obtenir les équations de condition relatives à la surface de séparation 
des deux milieux, il suffira d'écrire que les valeurs totales de « et de 
D^«, correspondantes à une molécule située dans le plan des y, z, 
restent les mêmes, soit que l'on considère cette molécule comme 
appartenant au premier ou au second milieu. Si, pour plus de com- 
modité, on désigne par la lettre «, non plus la valeur totale d'une 
inconnue, mais sa valeur partielle relative au mouvement incident, et 
par les notations 
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c'est-à-dire par la même lettre « affectée d'indices inférieurs ou supé- 
rieurs, les valeurs partielles de la même inconnue, successivement 
calculées dans chacun des mouvements réfléchis ou réfractés, les 
équations de condition relatives à la surface de séparation des deux 
milieux, par conséquent à une valeur nulle de a?, seront les unes de 
la forme 

et les autres de la forme 

( 6 ) D^ « -f- Do: 8^ 4- D:,.«^ H- . . . == Do: i? -f- Dor «^ 4- . . . . 

Si le mouvement incident est un mouvement simple, et si d'ailleurs ce 
mouvement se transmet du premier milieu au second à travers la sur- 
face entière du plan des j, z indéfiniment prolongée, chacun des mou- 
vements réfléchis et réfractés sera encore un mouvement simple, dont 
le symbole caractéristique se réduira, pour une valeur nulle de a?, au 
symbole caractéristique du mouvement incident. Donc alors les valeurs 
de «,,«,,,... , «', 8", . . . seront de la forme 

(8) «'— H'e'*'*+*'J'»-'^--^'S i^^— n^gi*'x-+-»'y-+-u'S4-*/^ _^ 

w,, a^,, . . . , w', w", ... désignant de nouveaux coefficients qui représen- 
teront de nouvelles valeurs de w, propres à vérifier l'équation (4), et 
déterminées par cette équation même en fonction de ^, tp, s. Si, pour 
fixer les idées, on suppose s = ^ ^— i, s désignant une constante posi- 
tive; si, d'autre part, on compte les x positives dans le sens suivant 
lequel se propage le mouvement incident, en sorte que le demi-axe 
des X positives soit renfermé dans le second milieu, on devra, dans 
les symboles caractéristiques des mouvements réfléchis, prendre pour 



celles des racines de l'équation (4) qui offriront des parties réelles 
positives, ou des parties imaginaires dans lesquelles le coefficient de 
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y/— I sera négatif; et l'on devra, au contraire, en passant aux mouve- 
ments réfractés, prendre pour u\ m*", ... celles des racines de l'équa- 
tion (4), ou plutôt de l'équation analogue, relative au second milieu, 
qui offriront des racines réelles négatives, ou des parties imaginaires 
dans lesquelles le coefficient de ^— i sera positif. Les valeurs de 

£/„ u„, ..., w', u\ ... 

étant choisies comme on vient de le dire, on tirera des formules (5) 
et (6), jointes aux équations (3), (7) et (8), 

(9) H + H,-hH,4-...= H'+H^4-..., 

(10) Ha-t-H,M,-hH,w,,H-... = H'w'+H^/'4-.... 

Les équations de la forme (9) ou (10), jointes aux équations linéaires 
qui, dans chaque mouvement simple, existent, comme on l'a dit plus 
haut, entre les paramètres symboliques relatifs aux diverses incon- 
nues, suffiront pour déterminer complètement ces paramètres dans 
les mouvements réfléchis et réfractés quand on les connaîtra dans le 
mouvement incident. Donc ces diverses équations fourniront les lois 
de la réflexion et de la réfraction des mouvements simples, par 
exemple, dans la Théorie de la lumière, les lois de la réflexion et 
de la réfraction d'un rayon simple passant de l'air ou d'un milieu 
quelconque dans un cristal doublement réfringent. 

Jusqu'ici nous avons supposé que le mouvement incident traversait 
la surface du plan des j, z indéfiniment prolongée dans tous les sens. 
Supposons maintenant que le mouvement incident soit, au contraire, 
transmis au second milieu, à travers une portion de cette surface ter- 
minée par un certain contour, et soit intercepté par le plan des y, z 
en chacun des points situés hors du même contour. Si le contour dont 
il s'agit est compris, d'une part, entre deux courbes représentées par 

les équations 

- = fo(7), - = fi(y); 

d'autre part, entre deux ordonnées représentées par les équations 

OEiwres de C. — S. I, t. VU. 25 
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alors, en nommant 



^» n y-9 * 



quatre variables auxiliaires, en posant d'ailleurs, pour abréger, 
et en désignant par 



a,, a^, ..., a', a", 



ce que deviennent les fonctions de r, iv, ^ représentées par 



£/„ f/^, ..., «', u\ 



quand on y remplace ^^ et (v par ê y/— i et y /— i » on pourra exprimer 
les valeurs de « et de D^a, relatives au mouvement incident et à des 
molécules situées dans le plan des j, 5, à l'aide d'équations de la 
forme 

(12) D;,«=: -^^Ç f f * f 'llMe*'l^+»*'Vl^' ■î^-|*»'*-Tf— vilv^^g^y^/^c^v. 

Car, en vertu de semblables équations, les valeurs de « et de D^.» 
auront la double propriété de se réduire, pour chacun des points 
situés en dedans du contour donné, à celles que Ton tire de l'équa- 
tion (3) en supposant œ = o, et de s'évanouir en chacun des points 
situés en dehors du même contour. Cela posé, pour obtenir, dans la 
nouvelle hypothèse, les mouvements réfléchis et réfractés, il suffira 
évidemment de substituer aux équations (7), (8) d'autres équations 
de la forme 

\ > 
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H,, H,^, . . . , H', H", . . . désignant, non plus des constantes déterminées 
par les équations (9), (10) et par les autres équations linéaires dont 
nous avons parlé, mais des fonctions de 6, y déter^iinées par les for- 
mules que Ton obtient en remplaçant dans ces équations linéaires les 

coefficients 

r, iv 

par les produits 

et les coefficients 

w„ u^, ..., u\ u\ ... 

par les suivants 

Ainsi, en particulier, la formule (10) devra être remplacée par la sui- 
vante : 

(i5) HM-f-H,a,-t-U,a,4-...=:H'a'-t-H^a''4-.... 

Si la portion de surface plane qui livre passage au mouvement inci- 
dent était comprise entre les deux droites parallèles représentées par 
les équations 

alors, à la place des formules (11), (12), on obtiendrait les suivantes 

(16) â— — r f ïl e''\^-^'''^e^^y-V-)f^dedii 
et 

(17) Da:« = — r f 'llue*'V-^'^=e^^y-\'^>/~' d^dii, 

et pareillement, a la place des formules (i3) et (i4)» on trouverait 
celles-ci 

I » 



(19) 
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H,, H^, . . . , H', H", . . . désignant, non plus des constantes, mais des 
fonctions linéaires de 6, y déterminées par les formules qu'on obtien- 
drait en remplaçant dans les équations (9), (10), et dans les autres 
équations linéaires dont nous avons parlé, les coefficients 

li„ li„, ..., U', II", ... 

par les coefficients 

Dans d'autres articles, je déduirai des formules ci-dessus établies 
les lois générales de la réflexion, de la réfraction et de la diffraction 
de la lumière et des sons. 



192. 

Physique mathématique. — Note sur les principales dijfèrences qui existent 
entre les ondes lumineuses et les ondes sonores, 

G. R., T. XV, p. 8i3 (:ji octobre 1842). 

Si la même analyse s'applique à la théorie des ondes sonores et à 
la théorie des ondes lumineuses, cela tient k ce que les unes et les 
autres peuvent être considérées comme produites par des mouvements 
vibratoires infiniment petits, qui se propagent k travers des systèmes 
de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion 
mutuelle. Ces svstèmes de molécules sont, dans la théorie du son, les 
corps solides, ou liquides, ou gazeux; et dans la théorie de la lumière, 
le fluide lumineux souvent désigné sous le nom A'éther. Dans l'une et 
l'autre théorie, un mouvement infiniment petit quelconque peut tou- 
jours être censé résulter de la superposition d'un nombre fini ou infini 
de mouvements simples, c'est-k-dire de mouvements périodiques et 
propagés par des ondes planes. Dans l'une et l'autre théorie, la super- 
position de deux mouvements simples peut, ou rendre les phénomènes 
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plus sensibles, ou les faire disparaître, soit en partie, soit même en 
totalité, suivant que les impressions reçues par l'œil ou par l'oreille, 
en vertu des deux mouvements dont il s'agit, s'ajoutent ou se neutra- 
lisent réciproquement. Dans l'une et l'autre théorie, un mouvement 
simple, en partie intercepté par une surface plane, et transmis d'un 
milieu dans un autre à travers une portion de cette surface, donne 
naissance à des phénomènes dignes de l'attention des physiciens. 
Dans les séances précédentes, j'ai particulièrement étudié ces phéno- 
mènes, et, par les résultats auxquels je suis parvenu, on a pu juger 
des avantages que présente l'application de l'Analyse aux questions de 
Physique mathématique. Car non seulement le calcul m'a fait con- 
naître l'existence de phénomènes nouveaux, tels que la diffraction 
du son, qui n'avait été annoncée, si je ne me trompe, dans aucun 
Ouvrage antérieur à mon Mémoire, et qu'aujourd'hui même consta- 
tent seulement des observations inédites communiquées par M. Young 
à M. Arago; mais, de plus, l'Analyse mathématique m'a donné les lois 
des nouveaux phénomènes comme des phénomènes déjà connus, et en 
particulier cette loi remarquable que, dans la diffraction des ondes 
sonores ou lumineuses provenant d'une source située k une très grande 
distance de l'observateur, les paramètres des diverses paraboles, cor- 
respondantes aux plus grandes et aux moindres intensités du son ou 
de la lumière, forment une progression arithmétique dont la raison 
est la longueur d'une ondulation sonore ou lumineuse. L'accord des 
lois que j'ai trouvées par le calcul avec les expériences déjà faites me 
donne tout lieu d'espérer que ces lois s'accorderont pareillement avec 
les expériences que l'on n'a point encore tentées, et qui paraissent 
néanmoins dignes d'intérêt. 

J'ai dit en quoi la théorie du son ressemblait à la théorie de la 
lumière. Parlons maintenant de la différence qui existe entre les ondes 
sonores et les ondes lumineuses. J'ai dfijà remarqué, dans l'avant-der- 
nière séance, que si, d'une part, un rayon lumineux, transmis d'un 
milieu dans un autre à travers une ouverture pratiquée dans un écran ,^ 
se transforme en un filet de lumière; si, d'autre part, les ondes sonores 
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semblent s'épanouir derrière une cloison dans laquelle se trouve une 
fente qui leur livre passage : il suffit, pour expliquer ce contraste, de 
songer que l'épaisseur moyenne des ondes lumineuses se réduit à 
environ un demi-millième de millimètre, tandis que l'épaisseur des 
ondes sonores peut s'élever à plusieurs mètres. Mais ce n'est pas seu- 
lement par la longueur d'ondulation que les ondes sonores se distin- 
guent des ondes lumineuses. Le caractère le plus saillant qui distingue 
les unes des autres me parait être la nature même du phénomène, qui 
devient sensible aux yeux ou à l'oreille de l'observateur. Ce phéno- 
mène me parait être, dans la Théorie de la lumière, les vibrations 
transversales du fluide éthéré, c'est-à-dire les vibrations exécutées par 
les molécules d'éther perpendiculairement aux directions des rayons 
lumineux, et, dans la Théorie du son, la condensation ou la dilatation 
produite en chaque point par les vibrations de l'air ou du fluide élas- 
tique dans lequel l'observateur est placé. Cela posé, si deux mouve- 
ments simples, par exemple, un mouvement incident et un mouvement 
réfléchi, se propagent en sens contraire dans le même milieu, chacun 
de ces deux mouvements, dans la théorie de la lumière, pourra être 
séparément perçu par l'œil, et l'observateur apercevra seulement, ou 
le rayon incident, ou le rayon réfléchi, suivant qu'il se tournera dans 
un sens ou dans un autre. Au contraire, dans la Théorie du son, 
l'oreille sera sensible à la condensation ou à la dilatation résultante de 
la superposition (* ) des deux mouvements dont il s'agit; et, comme ces 
deux mouvements pourront se neutraliser constamment en certains 
points de l'espace, il s'ensuit que, dans la Théorie du son, les ondes 
sonores pourront, comme le prouve l'expérience, offrir ce qu'on 
nomme des nœuds fixes, bien difl^érents des nœuds que présente un 
rayon simple de lumière, et qui sont toujours des nœuds mobiles. 
C'est aux nœuds fixes dont je viens de parler que me paraissent se 



(1) Quelques auteurs s'étaient déjà occupés des variations que peut produire, dans 
l'intensité du son, la superposition des ondes sonores. {Voir particulièrement à ce sujet 
les Mémoires de M. Poisson et de M. de Humboldt, insérés dans les Tomes VU et XIU des 
Annales de Chimie et de Physique, 2* série.) 
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rapporter les expériences exécutées par M. Savart dans le grand am- 
phithéâtre du Collège de France, et citées par M. Coriolis. En obser- 
vant les phénomènes produits par la réflexion du son, M. N. Savart 
a retrouvé des nœuds de la même espèce, qu'il a considérés, avec 
raison, comme résultant de l'interférence des ondes incidentes et des 
ondes réfléchies. Il y a plus : la superposition de plusieurs systèmes 
d'ondes sonores, en affaiblissant ou réduisant même à zéro l'intensité 
du son dans certains points de l'espace, l'augmente nécessairement 
en d'autres points, d'autant plus que le nombre des systèmes d'ondes 
superposées est plus considérable; et c'est ainsi que le son se trouve 
renforcé par la présence d'un ou de plusieurs obstacles, dont les sur- 
faces extérieures peuvent le réfléchir. Enfin il est important d'ob- 
server que, dans la théorie du son telle que nous venons de l'ad- 
mettre, le calcul s'accorde assez bien avec l'expérience, relativement 
aux places que doivent occuper les nœuds fixes produits par l'inter- 
férence des ondes incidentes et réfléchies. Ces nœuds, comme l'a 
reconnu M. N. Savart, se trouvent situés à égales distances les uns des 
autres, la distance du premier nœud à la surface réfléchissante étant 
k peu près la moitié de la distance entre deux nœuds consécutifs. 

En terminant cette Note, j'observerai que, dans mes précédents 
Mémoires, j'ai donné seulement les valeurs approchées des intégrales 
définies qui se présentent dans le problème de la diff^raction. A la 
vérité, ces valeurs approchées suffisent dans la pratique; mais^ sous 
le rapport du calcul, il est intéressant d'examiner à quoi se réduisent 
les parties négligées de ces intégrales. C'est ce que je montrerai dans 
un autre Mémoire que j'aurai l'honneur de soumettre prochainement 
à l'Académie. 
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193. 

Physique mathématique. — Mémoires sur l application de V Analyse mathé- 
matique à la recherche des lois générales des phénomènes observés par 
les physiciens, et, en particulier, sur les lois de la polarisation cir- 
culaire. 

C. R., T. XV, p. 910 (14 novembre 1842). 

Un de nos illustres confrères, qui s'est particulièrement occupé de 
la rotation imprimée par certains liquides ou même par certaines va- 
peurs aux plans de polarisation des rayons lumineux, me fit l'honneur, 
il y a deux ou trois ans, de me demander si je parviendrais à tirer du 
Calcul intégral l'explication et les lois de ce phénomène, qu'il regar- 
dait, avec raison, comme l'un de ceux auxquels il importait surtout 
d'appliquer la Physique mathématique. Je lui répondis que je m'occu- 
perais de cette question, dont j'espérais bien lui donner une solution 
satisfaisante. Je croyais alors que la marche à l'aide de laquelle j'étais 
parvenu a déduire de l'Analyse, non seulement l'explication de la plu- 
part des phénomènes lumineux, mais aussi les lois de ces phénomènes, 
suffirait pour me conduire k la solution de la question proposée. Mais, 
après l'avoir attaquée à plusieurs reprises, je me trouvais toujours 
arrêté par des difficultés inattendues; et, pour les surmonter, je me 
suis vu obligé de suivre une marche nouvelle qui heureusement n'a 
pas tardé à les faire disparaître. Comme cette marche nouvelle peut 
conduire assez simplement à la solution d'un grand nombre de pro- 
blèmes de Physique mathématique, j'ai pensé que les physiciens et 
les géomètres me permettraient volontiers de l'indiquer en peu de 
mots. 

Dans les problèmes de Mécanique appliquée et de Physique mathé- 
matique, on suppose ordinairement que l'on connaît les diverses 
forces et les masses qu'elles sollicitent; puis on déduit de cette con- 
naissance les équations différentielles des mouvements de ces masses, 
et c'est en intégrant les équations différentielles dont il s'agit qu'on 
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parvient à l'explication des phénomènes représentés quelquefois par 
les intégrales générales, mais le plus souvent par des intégrales parti- 
culières de ces mêmes équations. C'est ainsi qu'après avoir établi les 
équations différentielles du mouvement des liquides et des fluides élas- 
tiques les géomètres en ont déduit les lois de la propagation du son 
dans l'air ou de la propagation des ondes liquides a la surface d'une 
eau tranquille. C'est ainsi encore qu'en 1829 et i83o je suis parvenu 
a déduire des équations du mouvement vibratoire d'un système iso- 
trope de molécules les vibrations transversales des ondes lumi- 
neuses. Des phénomènes aussi simples ou aussi évidemment liés à des 
causes connues que ceux qui viennent d'être rappelés devaient se 
présenter les premiers dans l'application de l'Analyse à la Physique; 
mais, à mesure que les phénomènes se compliquent ou que leur cause 
immédiate est plus cachée, il devient plus difficile de les soumettre à 
une analyse qui puisse servir à en découvrir les lois. Concevons, pour 
fixer les idées, qu'il s'agisse de trouver les lois des mouvements vibra- 
toires qu'exécutent les molécules du fluide lumineux dans un liquide 
qui imprime à un rayon polarisé une rotation proportionnelle au 
chemin parcouru- par ce rayon. On sera, il est vrai, naturellement 
porté à croire que ce mouvement, comme tous les mouvements pério- 
diques, doit être représenté par un système d'équations linéaires aux 
dérivées partielles ou même d'équations linéaires à coefficients con- 
stants. Mais quelle doit être la forme particulière de ces équations pour 
qu'elles puissent représenter le mouvement dont il s'agit? Les équa- 
tions différentielles des mouvements infiniment petits d'un système 
de molécules renferment déjà, comme je l'ai prouvé, un très grand 
nombre de coefficients. Le nombre de ces coefficients se trouvera 
encore considérablement augmenté si l'on tient compte, avec quelques 
auteurs, des rotations des molécules ou, avec moi-même, des divers 
atomes qui peuvent composer une seule molécule. Enfin il croîtra de 
nouveau si l'on considère deux ou plusieurs systèmes de molécules au 
lieu d'un seul. A la vérité, on pourra, dans ce dernier cas, en suppo- 
sant toutes les équations linéaires, réduire les inconnues à trois ou 
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même à une seule par des éliminations; mais tous les coefficients que 
renfermaient les équations primitives entreront dans l'équation ou 
dans les équations résultantes, et ce serait un grand hasard si, en 
essayant d'attribuer à ces coefficients divers systèmes de valeurs par- 
ticulières, on finissait par trouver précisément celles qui rendent pos- 
sible la rotation continue du plan de polarisation d'un rayon lumi- 
neux. C'est pour vaincre cette difficulté que j'ai imaginé la nouvelle 
méthode dont je vais entretenir un instant l'Académie. Au lieu de 
former a priori les équations différentielles d'après la nature des 
forces et des systèmes de molécules supposée connue, et d'intégrer 
ensuite ces équations différentielles, pour endéd'uire les phénomènes 
observés, je me suis proposé de remonter de ces phénomènes aux 
équations des mouvements infiniment petits. Les principes généraux 
qui peuvent servir à la solution de ce problème sont exposés dans le 
premier des deux Mémoires que j'ai l'honneur de soumettre à l'Aca- 
démie. Parmi ces principes, il en est deux surtout qu'il importe de 
signaler. 

Un premier principe, c'est que, avant de rechercher les équations 
différentielles des mouvements infiniment petits d'un système, on doit 
s'attacher à connaître, non pas toutes les sortes de mouvements infi- 
niment petits que ce système peut propager, mais seulement ceux que 
j'ai nommés mouvements simples ou par ondes planes. Lorsque ces der- 
niers sont tous connus, il devient facile d'obtenir le système des équa- 
tions cherchées, et particulièrement l'équation caractéristique corres- 
pondante à ce système. 

Un second principe est l'inverse d'un autre principe déjà connu. On 
sait que, si plusieurs mouvements infiniment petits peuvent se pro- 
pager dans un milieu donné, on pourra en dire autant du mouvement 
résultant de leur superposition. Il y a plus : tout mouvement infiniment 
petit, propagé dans un milieu, peut être considéré comme résultant 
d'un nombre fini ou infini de mouvements simples dont chacun peut 
encore être propagé dans le même milieu. Je démontre la proposition 
réciproque, et je fais voir que, si un mouvement infiniment petit, pro- 
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page dans un milieu donné, peut être considéré comme résultant de 
la superposition de plusieurs mouvements simples, chacun de ceux-ci 
pourra encore se propager dans ce milieu. Toutefois, cette proposition 
réciproque suppose non seulement que le mouvement résultant peut 
être représenté par un système d'équations linéaires aux dérivées par- 
tielles, mais encore que les mouvements simples, superposés les uns 
aux autres, sont en nombre fini et correspondent à des symboles carac- 
téristiques différents. 

Le second de mes deux Mémoires a pour objet spécial la recherche 
des lois générales de la polarisation circulaire et des équations linéaires 
qui représentent les mouvements correspondants de l'éther. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. 

En faisant tomber sous l'incidence normale un rayon polarisé sur 
une plaque de cristal de roche taillée perpendiculairement à Taxe 
optique, M. Arago a reconnu, dès l'année 1811, que les deux images 
produites par un prisme biréfringent offrent des couleurs complémen- 
taires lorsque le prisme vient à tourner. Cette belle expérience s'ex- 
plique très bien, comme l'a remarqué M. Arago, quand on suppose 
que les divers rayons colorés se trouvent polarisés à leur émergence 
dans des plans différents; et Fresnel a montré que, pour obtenir un 
tel résultat, il suffît d'admettre, dans la plaque de cristal de roche, 
deux rayons simples polarisés circulairement en sens contraires, mais 
doués de vitesses de propagation diverses. En effet, si l'on superpose 
l'un à l'autre deux rayons simples, constitués comme on vient de le 
dire, le rayon résultant de leur superposition offrira les mêmes vibra- 
tions moléculaires qu'un seul rayon polarisé rectilignement, mais 
dont le plan de polarisation tournerait en décrivant un angle propor- 
tionnel, comme l'expérience l'indique, au chemin parcouru, c'est- 
à-dire à l'épaisseur de la plaque. Il y a plus : en vertu de l'un des 
principes ci-dessus énoncés, les deux rayons simples polarisés circu- 
lairement seront bien réellement deux rayons distincts, dont chacun 
pourra être séparément propagé par la plaque de cristal de roche 
taillée perpendiculairement à l'axe; et ces deux rayons devront se 
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séparer Tun de l'autre, s'ils sortent de la plaque par une face inclinée 
sur cet axe. Ces conclusions se trouvent confirmées par des expé- 
riences de Fresncl. 

Mais ce n'est pas tout encore : M. Biot a reconnu que le cristal de 
roche n'est pas la seule substance qui dévie les plans de polarisation 
des rayons lumineux. Comme nous le rappelions au commencement de 
ce Mémoire, plusieurs liquides et vapeurs, par exemple l'huile de 
térébenthine, l'huile de limon, le sirop de sucre concentré, jouissent 
de la même propriété (*). Ce phénomène est ici d'autant plus singu- 
lier que chacun des corps dont il s'agit est, comme tous les fluides, 
un corps isophane, et qu'en conséquence la propriété ci-dessus énon- 
cée se vérifie, quel que soit le sens dans lequel le liquide se trouve 
traversé par un rayon polarisé. Il importait de rechercher quelle est la 
forme particulière que doivent présenter dans ce cas les équations dif- 
férentielles des mouvements infiniment petits des molécules lumi- 
neuses. Pour appliquer à la solution de ce problème les principes éta- 
blis dans mon premier Mémoire, j'ai dû commencer, d'après ce qui a 
été dit ci-dessus, par rechercher les conditions analytiques de la pola- 
risation circulaire. J'ai été assez heureux pour les obtenir sous une 
forme très simple. Ces conditions se réduisent à deux, et, pour que la 
polarisation d'un rayon lumineux devienne circulaire, il suffit que la 
dilatation symbolique du volume s'évanouisse avec la somme des carrés 
des trois déplacements symboliques de chaque molécule. En partant 
de ces conditions, j'ai pu facilement parvenir aux équations cher- 
chées. Ce qu'il y a de remarquable, c'est que ces équations, dont cha- 
cune est à l'ordinaire du second ordre par rapport au temps, renfer- 
ment, par rapport aux coordonnées, non seulement des termes d'ordre 
pair, mais aussi des termes d'ordre impair, par exemple du premier 
ordre ou du troisième. C'est même des termes d'ordre impair que 
dépend l'existence du phénomène. Lorsqu'ils subsistent, alors, dans 

( I ) Relativement aux premières expériences de M. Biot et à des expériences analogues 
que M. Seebeck a faites en Allemagne, on peut consulter le Chapitre VUI de la Physique 
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le milieu isophane que représente le système des équations différen- 
tielles, deux rayons polarisés circulairement, mais en sens contraires, 
peuvent se propager avec des vitesses différentes. Mais ces deux vi- 
tesses deviendront égales si, les termes d'ordre impair venant à dis- 
paraître, les termes d'ordre pair subsistent seuls, et alors le milieu 
isophane cessera de faire tourner le plan de polarisation d'un rayon 
lumineux. Dans le premier cas, les deux rayons simples, qui se super- 
posent pour former un rayon dont le plan de polarisation tourne sans 
cesse et proportionnellement au chemin parcouru, se sépareront, s'ils 
sortent du liquide par une face inclinée à l'axe du rayon. Désirant 
savoir pourquoi cette séparation n'avait pu être encore constatée par 
l'expérience, j'ai été curieux de calculer l'angle que devaient former, 
à leur sortie, les deux rayons émergents, et j'ai trouvé que cet angle 
se réduisait, pour l'huile de térébenthine et pour le rayon rouge, à 
environ ^ de seconde sexagésimale, lorsque l'angle de réfraction était 
de 45*^. Si l'angle de réfraction vient à varier, la séparation variera 
proportionnellement à la tangente de ce même angle. Ce calcul montre 
que, pour rendre la séparation sensible, on sera obligé de superposer 
un grand nombre de fois l'un à l'autre, dans un même tube, deux 
liquides qui, étant séparés par des plaques de verre inclinées a l'axe 
du tube, dévient le plan de polarisation d'un même rayon en sens con- 
traires. 

Les équations différentielles que j'ai obtenues fournissent immédia- 
tement la loi générale suivant laquelle l'indice de rotation d'un rayon 
homogène et polarisé varie avec la couleur. La nature particulière de 
cette loi dépend surtout des valeurs que prennent les coefficients des 
divers termes d'ordre impair. Concevons, pour fixer les idées, qu'avec 
les termes d'ordre pair, ou plutôt avec les termes du second ordre, qui, 
d'après l'expérience, ont la plus grande part d'influence sur les phéno- 
mènes observés, on conserve encore les termes du troisième ordre. 
Alors on obtiendra précisément la loi remarquable énoncée par M. Biot 
relativement au cristal de roche et à un grand nombre de liquides, et 
l'on trouvera des indices de rotation qui seront à très peu près réci- 
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proquement proportionnels aux carrés des longueurs des ondes. Mais 
la loi sera modifiée si, aux termes du deuxième et du troisième ordre, 
on joint des termes du premier ordre. Dans le cas général, Tindice de 
rotation pourra être sensiblement représenté par une fonction entière 
du carré du rapport qui existe entre l'unité et la longueur d'une ondu- 
lation et, par conséquent, son expression sera semblable à celle que 
j'ai obtenue et vérifiée, dans la théorie de la dispersion des couleurs, 
pour le carré de la vitesse de propagation d'un rayon lumineux. D'ail- 
leurs, les coefficients des deux ou trois termes sensibles que renfer- 
mera la fonction entière dont il s'agit dépendront ici, comme dans la 
théorie de la dispersion, de la nature des forces moléculaires et de la 
constitution particulière du milieu isophane. M. Biot a donc eu raison 
de dire qu'il y a ici une condition spéciale dépendante des milieux que la 
lumière traverse, et analogue à la dispersion dans la réfraction ordinaire 
(Comptes rendus, T. II, p. S/p). 

Au reste, le nouveau système d'équations différentielles que j'ai 
obtenu n'est pas seulement applicable à la théorie de la polarisation 
circulaire. En effet, ce nouveau système devra représenter générale- 
ment les lois de la propagation des mouvements infiniment petits dans 
un système isotrope de molécules, lors même que ces mouvements 
viendraient a s'éteindre en se propageant. Donc, si l'on traite en par- 
^ticulier la théorie de la lumière, il devra représenter les ondes planes 
produites par les vibrations de l'éther dans les corps isophanes, trans- 
parents ou non transparents. Or, en effet, pour que les mouvements 
simples représentés par le nouveau système soient du nombre de ceux 
qui s'éteignent en se propageant, il suffit que le coefficient des termes 
du deuxième ordre devienne négatif, et alors la constante qui, dans 
le cas contraire, représentait la vitesse de propagation des ondes, peut 
devenir en partie réelle, en partie imaginaire. C'était déjà en suppo- 
sant cette constante composée de deux parties, l'une réelle, l'autre 
imaginaire, que j'étais parvenu, en i836, à expliquer la polarisation 
elliptique produite par la réflexion de la lumière à la surface des mé- 
taux, et a établir des formules qui, en représentant ce phénomène. 
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s'accordaient avec la plupart des expériences faites par M. Brewster. 
Mais je n'avais pas bien vu, jusqu'à ce jour, comment la supposition 
de laquelle j'étais parti pouvait se concilier avec la forme particulière 
des équations différentielles des mouvements infiniment petits dans 
les corps diaphanes. Cette difficulté se trouvant aujourd'hui levée, je 
ne doute pas que mes nouvelles formules, jointes aux lois générales 
que j'ai données dans mes précédents Mémoires, et qui sont relatives 
à la réflexion des mouvements simples, ne reproduisent exactement le 
phénomène de la polarisation métallique. Tel sera, au reste, l'objet 
d'un nouveau Mémoire que j'aurai l'honneur d'offrir prochainement à 
l'Académie. 

J'ajouterai ici, en finissant, que l'on trouvera dans le présent Mé- 
moire, non seulement les nouvelles équations différentielles du mou- 
vement de la lumière dans les milieux isophanes, mais encore les 
équations propres à représenter les mouvements infiniment petits de 
l'éther dans les milieux non isophanes qui dévient les plans de polari- 
sation des rayons lumineux, par exemple dans le cristal de roche. 

Analyse. 

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai a transcrire ici 
les nouvelles équations différentielles que j'ai obtenues pour repré- 
senter les mouvements infiniment petits d'un système isotrope de mo- 
lécules, et en particulier les vibrations du fluide éthéré dans un milieu 
isophane. Ces équations sont les suivantes : 

/ (D?-E)|-FD,u--G(D,Y)-~D.vO, 

Dans ces mêmes équations 

représentent les déplacements d'une molécule ou plutôt de son centre 
de gravité, mesurés au bout du temps /, et au point (x, y, z), parallè- 
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lement aux axes coordonnés; \j désigne la dilatation du volume déter- 
minée par la formule 

yrzDar^H-DjrYîH-D-î; 

enfin les trois lettres 

E, F, G 

représentent trois fonctions entières de la somme 

DÎ+DJH-DI, 

dont la première s'évanouit avec cette somme. A la rigueur, chacune 
de ces fonctions entières peut être considérée comme composée d'une 
infinité de termes. Mais, dans la réalité, on pourra se borner à tenir 
compte du premier ou des deux premiers termes de chaque fonction. 
Lorsque la fonction G s'évanouit, les équations (i) coïncident avec les 
formules (i3) de la page 119 du premier Volume de mes Exercices d'A- 
nalyse et de Physique mathématique ( ' ). 



194. 

Analyse mathématique. — Rapport sur une Note de M. Vx^à^^oi relative 

aux forces centrales. 

(Commissaires : MM. Coriolis, Cauchy rapporteur.) 
G. R., T. XV, p. 917 (i4 novembre 1842). 

L'Académie nous a chargés, M. Coriolis et moi, de lui rendre compte 
d'une nouvelle Note de M. Passot relative aux forces centrales. 

On se rappelle que les Commissaires nommés pour examiner un 
premier Mémoire relatif au même sujet ont cru ne pouvoir conclure à 
l'approbation de ce Mémoire. M. Passot, dans une Lettre adressée au 
Président de l'Académie, a vivement réclamé contre quelques termes 
employés dans le Rapport. Il a dit qu'il avait été mal compris si l'on 

(1) OEuvres de Cauchy, S. IT, T. XI. 
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avait cru que son intention était d'attaquer les principes généraux de 
la Mécanique ou du Calcul infinitésimal. Comme les Commissaires 
pensaient que le meilleur juge du sens que Ton doit attribuer aux pa- 
roles d'un auteur est cet auteur lui-même, ils n'ont fait nulle difficulté 
d'admettre l'assertion de M. Passot. Ils auraient même été charmés 
d'apprendre que M. Passot n'avait plus aucune objection à élever 
contre la théorie des forces centrales, qui en réalité est une des ques- 
tions fondamentales de la Dynamique. Malheureusement il n'en est pas 
ainsi, et M. Passot assure, au contraire, qu'il a voulu exprimer très 
clairement l'insolubilité de cette question, lorsqu'il a écrit : Dans Va- 
nalyse des trajectoires célestes, le temps ne peut être pris pour variable 
indépendante. Il admet que, bon gré mal gré, le temps doit être pris 
pour variable indépendante dans les questions de Mécanique en gé- 
néral; mais il croit voir une erreur dans le calcul relatif à la théorie 
des forces centrales, et il énonce à ce sujet la proposition suivante, 
que nous transcrivons, textuellement, afin d'être bien sûrs de ne modi- 
fier en rien le sens attaché par l'auteur aux paroles dont il s'est servi : 

Dans le calcul de la force centrale du momement elliptique et circu- 
laire , si l'on veut ai^oir l'expression de la loi de la variation de la force 
en termes finis, le temps ne peut être pris pour variable indépendante, 
c'est-à-dire que Von ne peut avoir sa différentielle seconde ou d^ t égale à 
zéro. 

Nous avons examiné avec soin les calculs présentés par M. Passot k 
l'appui de cette assertion, qu'il nous était impossible d'admettre, et 
nous avons reconnu quelques erreurs qui se sont glissées dans ces 
calculs. Ainsi, en particulier, M. Passot considère les composantes 
algébriques de la force accélératrice appliquée à un point matériel 
libre comme pouvant être représentées, dans tous les cas, par les dé- 
rivées du second ordre des coordonnées de ce point matériel différen- 
tiées deux fois par rapport au temps. Or on sait que cette proposition 
doit être restreinte au cas où le temps est pris pour variable indépen- 
dante. 

Au reste, nous rappellerons ici une observation déjà faite dans les 
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précédents Rapports. Si les calculs de M. Passot sur le problème des 
forces centrales ne nous paraissent pas exacts, cela ne nous empêche 
pas d'apprécier les faits nouveaux auxquels il a été conduit par ses 
expériences. 

Dans une lettre adressée le 24 octobre au Président de l'Académie, 
M. Passot demande que les Commissaires veuillent bien expliquer en 
quoi consistent les faits qu'ils ont considérés comme nouveaux et 
comme constatés par ses expériences. L'explication que demande 
M. Passot se trouve déjà dans une Note publiée par l'un des Commis- 
saires nommés pour examiner un de ses Mémoires et insérée dans le 
Compte rendu des séances de V Académie pour l'année i838. Dans cette 
Note (2* semestre, p. 44 0» ^- tloriolis disait positivement : 

Le débit d*une roue hydraulique à axe vertical est sensiblement le 
même, soit quelle reste en repos ou quelle tourne assez rapidement. Ijc 
mouvement de rotation a tellement peu d* influence sur le débit, qiion ne 
peut en trouver la raison dans une perte de force vive. 

Nous ne voulons point nous occuper de ia forme des nombreuses 
lettres adressées par M. Passot, soit au Président et aux Secrétaires de 
l'Académie, soit aux Commissaires nommés pour examiner ses Mé- 
moires. Si M. Passot y réfléchit sérieusement, il comprendra que l'A- 
cadémie n'a aucun intérêt k lui donner tort quand il a raison, et qu'au 
rontraire les Commissaires nommés par elle s'estimeront toujours 
heureux d'avoir des encouragements à donner aux auteurs d'inven- 
tions nouvelles. Avant d'ajouter foi aux fables répandues sur la fin 
d'Abel, M. Passot lira, dans les œuvres mêmes de cet illustre Norvé- 
gien, la Notice placée en tète de l'Ouvrage par l'éditeur son ami, et il 
y trouvera, page vu, la note suivante : 

Un journal français dont je ne me rappelle pas le titre m'est venu sous 
les yeux y où Von a rapporté quAbel est mort dans la misère. On voit par 
les détails ci-dessus que ce rapport n est pas conforme à la vérité. 

Knfin M. Passot ne s'imaginera plus que l'Académie a l'intention de 
s'immiscer dans les procès qu'il peut avoir avec d'autres personnes 
devant les tribunaux et de les lui faire perdre. 
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L'Académie s'est uniquement occupée des Mémoires soumis à son 
examen par M. Passot lui-même. Elle admet les faits nouveaux consta- 
tés par les expériences de M. Passot, mais elle n'admet pas ses objec- 
tions contre la théorie des forces centrales, et d'ailleurs elle fait des 
vœux pour que justice soit rendue à chacun par les tribunaux, abstrac- 
tion faite des jugements qu'elle a dû porter sur l'exactitude de formules 
qui n'attaquent et ne peuvent attaquer en aucune manière des faits 
constatés par l'observation. 

L'Académie peut voir, par ce qui précède, jusqu'à quel point les 
(Commissaires nommés par elle ont tenu k remplir les devoirs de jus- 
tice, même de justice bienveillante, qui leur sont imposés envers les 
auteurs des Mémoires soumis à leur examen. Mais la justice même et 
la vérité ne leur permettent pas d'accorder que les trois composantes 
rectangulaires d'une force accélératrice appliquée a un point matériel 
libre puissent être également représentées par 

d^x d}y d}z 
~diS' ~dF' W 

soit que l'on prenne ou que l'on ne prenne pas le temps pour variable 
indépendante; et c'est précisément pour cette raison que les Commis- 
saires croient ne pouvoir proposer à l'Académie d'approuver la nou- 
velle Note de M. Passot sur les forces centrales. 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptées. 



195. 

Physique mathématique. — Théorie de la lumière, 
C. R., T. XV, p. io38 (5 décembre 1842). 

M. Augustin Caucliy présente un Mémoire relatif k de nouvelles for- 
mules générales, qui renferment les lois suivant lesquelles un rayon 
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lumineux est réfléchi et réfracté par la surface de séparation de deux 
milieux isophanes, dans le cas où Ton tient compte de la dispersion 
des couleurs, et qui doivent être substituées dans ce cas aux formules 
de Fresnel. 



196. 

Note relative à un article extrait du Journal des Savants (novembre 1842), 
et présenté par M. Bîot à l'Académie dans la dernière séance. 

C. R., T. XV, p. 1075 (12 décembre 1842). 

Un de nos illustres Confrères a présenté à l'Académie, dans la der- 
nière séance, un article qu'il vient de publier sur les Comptes rendus. 
Après avoir pris connaissance de cet article, où l'on retrouve le talent 
de rédaction qui distingue son auteur, il m'est impossible de ne pas 
émettre un vœu dans l'intérêt de la Science. Ce vœu, c'est que, si à 
l'avenir l'auteur de l'article se croit encore appelé, en raison de son 
expérience, ou même à titre d'ami, à donner des conseils à un Con- 
frère, il veuille bien lui adresser directement ses observations au sein 
même de l'Académie. Cette marche, en permettant de répondre à ce 
qui pourrait ne pas être suffisamment fondé dans les observations pré- 
sentées, fournirait d'ailleurs les moyens d'éclaircir ce qu'elles pour- 
raient offrir de vague et d'indéterminé. 



197. 

Théorie de la lumière. — Mémoire sur les lois de la dispersion plane 
et de la dispersion circulaire dans les milieux isophanes. 

C. R., T. XV, p. 1076 (12 décembre 1842). 

Un caractère commun à tous les milieux isophanes, c'est que les 
seuls mouvements simples, ou à ondes planes, qui puissent s'y propager 
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sans s'éteindre, se réduisent toujours à des mouvements dans lesquels 
les vibrations moléculaires sont transversales ou longitudinales, c'est- 
à-dire comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires à ces 
mêmes plans. Mais, d'après ce qui a été dit dans Tune des séances pré- 
cédentes, la longueur des ondulations étant donnée, les mouvements 
simples a vibrations transversales peuvent, ou se propager tous avec la 
même vitesse, ou se propager les uns avec une certaine vitesse, les 
autres avec une vitesse différente, et, dans ce dernier cas, ils présen- 
tent deux rayons polarisés circulairement en sens contraires. Par suite, 
on doit distinguer deux espèces de milieux isophanes : savoir, des mi- 
lieux dans lesquels se propage un seul rayon de chaque couleur, 
polarisé rectilignement, ou circulairement, ou elliptiquement, et des 
milieux dans lesquels peuvent se propager deux rayons de chaque cou- 
leur, polarisés circulairement en sens contraires, mais doués de vi- 
tesses de propagation inégales. 

Lorsqu'un rayon de lumière blanche tombe perpendiculairement 
sur la surface supposée plane d'un milieu isophane de la première 
espèce, il pénètre dans l'intérieur de ce milieu, sans changer de direc- 
tion et sans que les couleurs se séparent. Mais, si le rayon incident 
devient oblique à la surface, l'angle de réfraction variera en même 
temps que la nature de la couleur, et, par suite, les rayons réfractés de 
diverses couleurs se sépareront les uns des autres, en demeurant tous 
compris dans le même plan. C'est en cela que consiste le phénomène 
de la dispersion ordinaire, que nous nommerons la dispersion plane, en 
raison de la circonstance que nous venons de rappeler. D'ailleurs, si 
le rayon incident est doué de la polarisation rectiligne ou de la pola- 
risation elliptique, qui comprend elle-même comme cas particulier la 
polarisation circulaire, les rayons réfractés offriront encore l'un ou 
l'autre genre de polarisation. 

Concevons maintenant qu'un rayon non homogène de lumière 
blanche, doué de la polarisation rectiligne, tombe sur la surface sup- 
posée plane d'un milieu isophane de la seconde espèce. Il pourra être 
considéré comme résultant de la superposition d'une infinité de rayons 
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de diverses couleurs dont chacun sera partagé par le milieu isophano 
en deux autres rayons de même couleur, polarisés circulairement en 
sens contraires, mais doués de vitesses de propagation différentes. En 
d'autres termes, le rayon incident de lumière blanche pourra être con- 
sidéré comme décomposé par le milieu isophane en une infinité de 
rayons de diverses couleurs, dont chacun serait polarisé rectiligne- 
ment, mais dont les plans de polarisation tourneraient plus ou moins 
rapidement en décrivant des angles variables, non seulement avec 
l'épaisseur du milieu, mais aussi avec la nature de la couleur. On 
verra donc ici se produire ce qu'on peut appeler la dispersion circulaire 
des couleurs. Pour rendre cette dispersion sensible, il suffira d'ana- 
lyser la lumière transmise à travers le milieu isophane à l'aide d'un 
prisme biréfringent. Les deux images produites par le prisme paraî- 
tront colorées, et elles offriront des couleurs complémentaires qui 
varieront quand le prisme tournera sur lui-même. C'est en cela que 
consiste, comme l'on sait, les phénomènes de la polarisation chroma- 
tique. 

Il m'a paru important de rechercher la loi de la dispersion plane et 
de la dispersion circulaire. Je m'étais déjà occupé de la dispersion 
plane dans les années i835 et i836. Les personnes qui, sans s'effrayer 
de tous les calculs numériques que, dans les Nouveaux Exercices de 
Mathématiques y j'ai exécutés et appliqués aux belles expériences de 
Fraunhofer, voudront jeter les yeux sur les formules inscrites à la 
page 225 de la 8*^ livraison (*), reconnaîtront que les lois de la disper- 
sion plane sont très simples et très faciles à retenir. Elles se réduisent 
sensiblement à celles que je vais indiquer. 

Observons d'abord que trouver la loi suivant laquelle un milieu iso- 
phane de première espèce disperse les couleurs par la réfraction, c'est, 
en d'autres termes, trouver la loi suivant laquelle la vitesse de propa- 
gation d'un rayon lumineux varie dans ce milieu avec l'épaisseur des 
ondes, ou, ce qui revient au même, avec la longueur des ondulations. 

(») Œuvres de Cauchy, S. H, T. X. 
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Cela posé, la loi de dispersion que donnent les formules auxquelles je 
suis parvenu dans les Nouveaux Exercices se réduit à très peu près à 
celle dont voici l'énoncé : 

Le carré de la vitesse de la propagation d'un rayon simple qui pénétre 
dans un milieu isophane se compose de deux termes, l'un constant, l'autre 
réciproquement proportionnel au carré de la longueur d'ondulation. 

Cette loi peut encore s'énoncer comme il suit : 

Pour les rayons de disperses couleurs, les différences entre les carrés des 
vitesses de propagation sont entre elles à très peu prés comme les diffé- 
rences entre les carrés de nombres réciproquement proportionnels aux 
épaisseurs des ondes. 

On peut être curieux de savoir avec quel degré d'approximation 
cette loi représente les expériences si délicates de Fraunhofer. C'est 
là un point qui mérite une attention sérieuse, et que nous allons exa- 
miner. 

A l'aide d'observations faites avec beaucoup de soin sur la lumière 
réfractée par des prismes de diverses substances, Fraunhofer a déter- 
miné les indices de réfraction correspondants à certains rayons colorés, 
ou plutôt à certaines raies que présente le spectre solaire. Par d'autres 
observations, il a déterminé les longueurs d'ondulation mesurées dans 
l'air et relatives k ces mêmes rayons. Or, en vertu de la loi ci-dessus 
énoncée, les différences entre les indices de réfraction des^ront être à très 
peu prés proportionnelles aux différences entre les quotients qu'on obtient 
quand on divise l'unité par les carrés des longueurs d'ondulation. Voyons 
jusqu'à quel point cette condition se trouve remplie. 

D'après les calculs de Fraunhofer, pour les sept rayons qu'il a 
choisis et désignés à l'aide des lettres 

B, C, D, E, F, G, H, 

les longueurs d'ondulation, exprimées en cent-millionièmes de pouce, 
sont représentées sensiblement par les nombres 

(a) io[\\, 2425, 3175, 1943, 1789, i585, i45i. 
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Ces nombres, donnés par Fraunhofer dès les premières pages de son 
Mémoire, se trouvent à la fin du Mémoire remplacés par d'autres, qui 
k la vérité diffèrent peu des premiers, mais qui en diffèrent cependant 
assez pour qu'on ne puisse répondre de l'exactitude de chaque nombre 
qu'à plusieurs millièmes près, ou même k un centième près; car le 
dernier nombre i45i se trouve remplacé k la fin du Mémoire par le 
nombre i464f et la différence i3 entre ces deux nombres se réduit 
sensiblement k la centième partie de chacun d'eux. D'ailleurs, si l'on 
ne peut répondre qu'k un centième près de l'exactitude des longueurs 
d'ondulation, on ne pourra répondre qu'k un cinquantième près de 
l'exactitude de leurs carrés et des nombres inverses de ces carrés. Or 
ces nombres inverses, déduits de la série (a), seront sensiblement 
proportionnels aux suivants 

(b) 1 55, 170, an, 265, 3 12, 898, 47^, 

qui, divisés par 5o, donnent des quotients compris entre 3 et 10. On 
ne pourra donc répondre des termes de la suite (b) qu'k plusieurs 
unités près de l'ordre du dernier chiffre. Donc, pour décider si les ex- 
périences de Fraunhofer sont conformes k la loi de dispersion énon- 
cée, il suffira d'examiner si les différences entre les termes de la 
suite (b), savoir 

(c) i5, 4i, 54, 47. 86, 77 

se trouvent représentées, k quelques unités près, par des nombres sen- 
siblement proportionnels aux différences entre les indices de réfrac- 
tion relatifs aux divers rayons. Or c'est effectivement ce qui a lieu. 
Ainsi, par exemple, Fraunhofer a trouvé que, pour une certaine 
espèce de flintglass, les indices de réfraction relatifs aux rayons B, C, 
D, E, F, G, H étaient respectivement 

1,627749, 1,629681, j,635o36, 1,642024, 1,648260, 1,660285, 1,671062, 

et les différences entre ces nombres, savoir 

0,001982, o,oo5355, 0,006988, 0,006286, 0,012025, 0,010777, 
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sont sensiblement proportionnelles aux suivants : 

(d) i4, 4o, 5a, 46, 89, 80. 

D'ailleurs» ceux-ci diffèrent seulement de quelques unités des nombres 
déjà trouvés 

(e) i5, 4i, 54, 47, 86, 77, 

la plus grande différence 

80 — 77 = 3 

étant inférieure à la cinquantième et même à la centième partie du 

nombre 

475 = 398 4- 77, 

qui termine la série (b). Il y a plus : les diverses expériences de 
Fraunhofer sur la lumière réfractée par Teau par une solution de 
potasse, par trois espèces de crownglass et par quatre espèces de flint- 
glass conduisent encore à des conclusions semblables, comme le 
prouvent les Tableaux annexés à ce Mémoire. Nous sommes donc en 
droit de conclure que, dans le cas où Ton admet la loi de dispersion 
' ci-dessus énoncée, les différences entre les résultats du calcul et les 
résultats de l'expérience tombent sensiblement dans les limites des 
erreurs d'observation. 

Quant aux lois de la dispersion circulaire, j'ai pu facilement les 
déduire des principes établis dans l'une des séances précédentes, en 
me servant des expériences de M. Biot pour déterminer les coefficients 
que renferment les formules. Ici encore, comme dans le cas de la dis- 
persion plane, j'ai reconnu qu'il suffisait ordinairement de conserver 
dans chaque formule les coefficients du premier ou des deux premiers 
termes pour que les observations se trouvassent représentées avec une 
exactitude satisfaisante, et voici les lois très simples auxquelles je 
suis parvenu. 

Pour la plupart des milieux isophanes qui présentent les phéno- 
mènes de la polarisation chromatique, la différence entre les longueurs 
d'ondulation correspondantes aux deux rayons polarisés circulairement 

œuvres de C. — S. I, t. VII. a8 
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en sens contraires est indépendante de la nature de la couleur. Pour 
l'acide tartrique étendu d'eau, cette différence se compose de deux termes, 
l'un constant, l'autre réciproquement proportionnel aux carrés des lon- 
gueurs d'ondulation. 

Par suite, si, pour l'acide tartrique étendu d'eau, l'on multiplie les 
indices de rotation relatifs aux disperses couleurs par les carrés des Ion* 
gueurs d'ondulation correspondantes à ces mimes couleurs, les différences 
entre les produits ainsi obtenus seront à très peu près entre elles comme 
les carrés des nombres réciproquement proportionnels aux longueurs des 
ondulations. 

Voyons maintenant jusqu'à quel point cette condition se trouve 
remplie. 

Apres avoir renfermé dans un tube, dont la longueur était de i", oo3, 
une dissolution d'acide tartrique avec environ | d'eau et à une tempé- 
rature de 26** centésimaux, M. Biot a examiné et analysé la lumière 
transmise à travers cette dissolution à l'aide d'un prisme biréfringent; 
puis il a conclu de ses expériences que les indices de rotation relatifs 
aux rayons violet, indigo, bleu, vert, jaune, orangé, rouge étaient sen- 
siblement représentés par les angles 

39o38'3^ 42*8' 55^ 44** 89' 47', 46«io'37% 42«5i'29% 4o«29'i4', SS^'fii'. 
Or ces angles sont sensiblement proportionnels aux nombres 

(f) 3963, 42t3, 4465, 46^7, 4285, 4o48, 38i2. 

D'autre part, les longueurs d'ondulations exprimées en millionièmes 

de millimètre, et correspondantes aux rayons dont il s'agit, sont, 

d'après les expériences de Fresnel, sensiblement représentées par 

les nombres 

4^3, 449» 475, 5ii, 55 1 y 583, 6ao, 

et, si l'on multiplie les carrés de ces derniers nombres par les pre- 
miers, les produits seront sensiblement proportionnels aux termes de 
la suite 

(g) 71, 85, ICI, lao, i3o, i38, 147- 
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II est important d'observer que, dans cette dernière suite, les divers 
termes croissent avec la longueur d'ondulation, ce qui n*avait pas lieu 
pour la suite (f). Ce n'est pas tout : les diflférences entre les divers 
termes de la suite (g) sont respectivement 

(h) i4, i6, 19, jo, 8, 9; 

et, d'autre part, si l'on divise l'unité par les carrés des longueurs d'on- 
dulation relatifs aux divers rayons, on obtiendra les nombres 

(i) 559, 49^, 443, 383, 329, 294, a6o, 

dont les différences 

(j) 63, 53, 60, 54, 35, 34 

seront sensiblement proportionnelles aux nombres 
(1) 16, i4, i5, 14, 9, 9. 

Or les différences qui existent entre les termes des suites (h) et (I) sont 
de l'ordre des erreurs que comporte la détermination des nombres (g), 
puisqu'on ne peut répondre de chacun de ces nombres qu'à environ un 
cinquantième près, ni par suite de chacun des nombres (h) qu'à deux 
ou trois unités près. Donc ici encore les différences qui existent entre 
les résultats du calcul et les résultats de l'expérience sont de l'ordre de 
celles que peuvent produire les erreurs d'observation. 

Analyse. 

§1. — Équations générales des mouvements simples du fluide éthéré 
dans les milieux isophanes. 

Considérons un mouvement infiniment petit du fluide éthéré dans 
un milieu isophane; nommons m la molécule d'éther qui coïncidait 
primitivement avec le point dont les coordonnées rectangulaires 
étaient ^r, j, 5; et soient, au bout du temps /, $, r], X, les déplace- 
ments de cette molécule, ou plutôt de son centre de gravité, mesurés 
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parallèlement aux axes des a?, v, z. Soit encore 

U=r:Dx$4-Dj.Y)4-DxÇ. 

Comme nous l'avons dit dans la séance du 1 4 novembre dernier (p. 207), 

on aura 

/ (D?-E)^-FD,j = G(D,Y)--DyÇ); 

(») (DÎ-E)Yî-FDyy = G(D^Ç-D,5), 

( (Dî-E)Ç-FD,u = G(D^|-D,t)), 

E, F, G désignant trois fonctions entières de la somme 

Di4-D;4-Dî, 

dont la première devra s*évanouir avec cette somme. De plus, si, en 
nommant 

les déplacements symboliques de la molécule m, on pose 

û = D,$ + Dyïf4-D,Ç, 

les équations (i) continueront de subsister quand on y remplacera 

Çf TQ, Ç et u 
par 

î, TQ, Ç et u. 

On aura donc 

/ (D?-E)|-FD;ei^ = G(D,;i-D^çX 

(2) (D?-E);;-FD3.Û==G(D;,Ç -d,o* 

( (D?-E)Ç -FD,Û = G(D^Ç -D,;?). 

Considérons maintenant un mouvement simple ou par ondes planes. 
Dans ce mouvement, les valeurs de f , yj, ^ seront de la forme 

w, ç, (V, s. A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. On 
aura, par suite. 
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et, en substituant les valeurs précédentes de 

If -n, If u 

dans les formules (2), on en conclura 

|(5î_ C) A - ^ a(A« + B (^ -H Cmp») = gC^vB — i' C ), 
(.çt_ C)C - ^w{\u -¥-Bi^'{-Cw) = g{i^ K — u B), 
c, §f ç désignant trois fonctions entières de la somme 

Si, pour abréger, on pose 

M* -h i'' 4- <v' = /:•, 

C, ^, ç deviendront trois fonctions entières de *', dont la première 
devra s'évanouir avec k. D'ailleurs, on tirera des formules (3) respec- 
tivement multipliées par w, r, w^ puis combinées entre elles par voie 
d'addition, 

(4) (5«— C - ^k^) (A M 4- B c^ 4- C«') = o. 
La formule (4) se partage en deux autres, savoir : 

(5) 5i-_c_.fA:«=io 
et 

(6) Am -f-Bi' -f-Civ^o. 

De la formule (5), combinée avec les équations (3), on tire 
, , ABC 

(7) -=;- = —. 

Mais, lorsqu'on a égard à la formule (6), les deux premières des équa- 
tions (3) donnent 

(*•— C) A = g(wB - i'C), (s»- C)B =r Cf(//C - wk) 

et, par suite, 

(s«- C)«AB HT g»(ivB - i^C) (mC- «'A) = - g«AB)t» 
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ou, ce qui revient au même, 

(8) (5«-C)« = -g«A:«. 

On devra donc, en général, dans un milieu isophane, distinguer trois 
espèces de mouvements simples ou par onde plane, savoir, ceux dans 
lesquels la valeur de s^ sera déterminée en fonction de k^ par la for- 
mule (5), et ceux dans lesquels la valeur de s^^ exprimée en fonction 
de *^ sera Tune de celles que fournit l'équation (8). Si g s'évanouit, 
comme il arrive souvent, les deux dernières valeurs de s^ se réduiront 
a une seule, et, par conséquent, les trois espèces de mouvements 
simples se réduiront à deux. 

Observons encore que des formules (3), respectivement multi- 
pliées par A, B, C et combinées entre elles par voie d'addition, on 
tirera 

(9) A»4-B»4-C» = o. 

Lorsqu'un mouvement simple est du nombre de ceux qui se pro- 
pagent dans l'espace, ou avec le temps, sans s'affaiblir, alors les coef- 
ficients 

sont de la forme 

azr:uv/— I, i^zz: vy/— I, (ï^=iwv/— 1» 5=Sv/— 1, 

u, V, \v, S désignant des quantités réelles; et,, si l'on prend 



k =1 v^u* -+- V* -f- w*, 
on peut supposer encore 

Alors aussi les coefficients s et k sont liés à la durée T des vibrations 
moléculaires et à l'épaisseur 1 des ondes planes par les formules 

(ÎO) S=Y' K = -J-' 
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tandis que la vitesse de propagation Si des ondes planes se réduit à 

Alors enfin les plans des ondes sont parallèles au plan invariable repré- 
senté par l'équation 

(la) ux-hyy-hwz=io. 

Si le mouvement simple qui correspond à la valeur de s^ fournie 
par Téquation (5) est du nombre de ceux qui se propagent sans s'af- 
faiblir, alors la formule (7) entraînera la suivante 

(.3) l = ^- = i, 

u v w 

et, par suite, les vibrations moléculaires, dans ce mouvement simple, 
seront longitudinales, c'est-à-dire, perpendiculaires aux plans des 
ondes. 

Pareillement, si les mouvements simples qui correspondent aux 
deux valeurs de s^ fournies par l'équation (8) se propagent sans s'af- 
faiblir, alors la formule (6) entraînera la suivante 

(i4) uÇ-hVY) -H wÇ = o, 

et, par suite, les vibrations moléculaires dans chacun de ces mouve- 
ments simples seront transversales, c'est-à-dire comprises dans les 
plans des ondes. De plus, on conclura aisément des formules (8) 
et (9), si g n'est pas nul, que les deux rayons correspondants à ces 
deux mouvements simples sont polarisés circulairement en sens con- 
traires. 

En effet, nommons a, b, c les molécules, et X, (x, v les arguments 
des expressions imaginaires représentées par A, B, C, en sorte qu'on 
ait 
(i5) A = ac^^^, B=zh€V-^^, C=:ccW~. 

En vertu de ces dernières formules, jointes aux équations 
(16) az=uv/— I, (^ = vy/— I, w = w ^— 1 , s=s^^^i, 



Digitized by 



Google 



22fc COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, 

les valeurs dc^, yj, Ç, savoir, 

deviendront 

et Ton aura, par suite, 

l =aiCOS(ux-^\jr-^yfZ — S^ + )0> 
Y] =: bC0S(uar -h VJ + W-3 — Sf -h ^), 
î = 

D'autre part, l'équation (9) entraînera la suivante 

(17) |«+;j«+ç*=o, 

de laquelle on tirera 

a*C0S2(ux-|-VJ'-H W5 — s^ -hX) 
-+-b*C0S2(U^-f-VJ'-h W5 — sf -h^) 

-HC*cosa(ujr 4- vy-hW5--s/-h v) = 0; 
et, eu égard à cette dernière, on trouvera 

(18) ^t4-yj*4-Ç« = |(a«4-b«-hC«). 

Or il est clair que, en vertu des équations (i4) et (18), chaque molé- 
cule se mouvra sur une circonférence de cercle dont le rayon sera la 
demi-diagonale du carré qui a pour côté 

V^a' -h b* H- c*. 

Ce n'est pas tout : lorsque, dans la formule (8), on pose 

s=:sv^— I, A = k v^~ I , 



elle donne 




(19) 


(s*+C)*=Cjtk\ 


et, par suite, 




(ao) 


s«=-C±C,'k, 
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c, g désignant deux fonctions de k- dont la première au moins s'éva- 
nouit avec k. 

Dans les milieux isophanes de première espèce, le produit çk s'é- 
vanouit avec ff, et l'équation (20), réduite à 

(21) S»=:-C, 

fournit une seule valeur de s^, représentée par une fonction entière 
de k* qui s'évanouit avec k. Dans une première approximation, on 
peut réduire cette fonction à son premier terme, vis-à-vis duquel les 
autres sont très petits. 

Dans les milieux isophanes de seconde espèce, ç cesse de s'évanouir ; 
mais le produit çk, que renferme la valeur de s^, reste très petit par 
rapport à c. Alors aussi, des équations (3) et (6), jointes aux for- 
mules (16) et (20), on tire 



, , wB — vC uC — wA 
(22) ^ = ^ = 


vA — uB _^, / — 


par conséquent 




1^0. B_ .uv + wkv/-i 


C uv^^ ±: vk v/— I 

A ~ v--hW^ 



D'autre part, dans le cercle parcouru par chaque molécule, l'aire que 
décrit le rayon, étant projetée sur le plan des x, y et difFérentiée par 
rapport au temps, donnera pour dérivée 

Donc le rayon qui décrit cette aire aura, dans le plan des a:, r, un 
mouvement de rotation direct ou rétrograde, suivant que sin(X — fx) 
sera positif ou négatif. Donc ce mouvement de rotation changera de 
sens quand sin(X — a) changera de signe, ou, ce qui revient au même, 
quand le signe des coefficients de \/— i changera dans chacun des rap- 

ports S'Y* Donc les deux signes placés devant le produit çk dans la 

formule (20), et devant le produit wk \- — 1 dans la première des for- 

Of.uvres </e C. — S. I, l. VII. 29 
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mules (23), correspondent à deux rayons polarisés circulairement en 
sens contraires. 

Les équations (20) et (21) sont celles d'où Ton déduit des lois de 
la dispersion plane et de la dispersion circulaire, telles que nous les 
avons données dans le préambule de ce Mémoire. 

§ IL — Dispersion plane. 

Considérons un rayon simple de lumière, en partie réfléchi et en 
partie réfracté par la surface de séparation de deux milieux isophanes 
et transparents de première espèce. Nommons T la durée des vibrations 
moléculaires; 1 la longueur des ondulations^ ou, ce qui revient au même, 
{'épaisseur des onde^ planes; et û /a vitesse de propagation de ces ondes, 
dans le premier milieu. Posons 



et soient 

ce que deviennent 



•27r , 27? 



r, k', il' 
1, k, û 



quand on passe du premier milieu au second. Enfin nommons 1 
l'angle d'incidence, etx' l'angle de réfraction. On aura non seulement 

"-k-T' "-i^-T' 

mais encore 

ksinT-^ k'sinr', 

et Vindice de réfraction 6 sera déterminé par la formule 

^ sinr k' 



(î) 



sinr' k 



D'ailleurs, en vertu de l'équation (17) du § I, s^ pourra être développé 
suivant les puissances entières de k^ ou de k'^ le premier terme du 
développement étant un terme proportionnel à k^ ou k k'*, vis-à-vis 
duquel les suivants seront très petits et pourront être négligés dans 
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une première approximation. Il est aisé d'en conclure que 6 lui-même 
pourra être développé suivant les puissances ascendantes de k* en une 
série de la forme 

(2) e = a-hhk^-h.... 

Si l'on réduit cette série à ses deux premiers termes, on aura simple- 
ment 

(3) = tt4-bkS 
ou, ce qui revient au même, 

En vertu de cette dernière formule, si la longueur d'ondulation 1 
tnent à varier, la variation de l'indice de réfraction sera proportion- 
nelle à la variation de ^ • 

Telle est, à très peu près, la loi qui règle le phénomène de la dis- 
persion plane. Voyons jusqu'à quel point cette loi s'accorde avec les 
expériences de Fraunhofer. 

Cet habile physicien a déterminé avec beaucoup de soin les indices 
de réfraction de sept rayons différents, en les faisant passer de l'air 
dans des prismes de verre ou de cristal massifs, ou remplis de certains 
liquides. Les sept rayons qu'il a choisis et désignés à l'aide des lettres 

B, C, D, E, F, G, H 

correspondent à certaines raies que présente le spectre solaire. Ajou- 
tons que, dans le Mémoire de Fraunhofer, deux séries d'expériences 
sont relatives à l'eau et deux autres à une même espèce de flintglass. 
Cela posé, nommons 

(5) ^1, ^2» 03> ^V> ^3> ^6> ^7 

les indices de réfraction relatifs aux sept rayons, et 

(6) 1„ U, I3, U, U, Ifl, I7 

les longueurs d'ondulation correspondantes. En vertu de la loi ci-dessus 
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énoncée, les différences entre les termes de la suite (5) devront être 
proportionnelles aux différences entre les termes de la suite 

'^' (0' (n)' (n)* (r)-- (r.)* (i)' (n)' 

et, par conséquent, égales aux produits qu'on obtient en multipliant 
les dernières différences par le rapport 



(8) 



6,-9. 



itï-iff 



Or, d'après les expériences de Fraunhofer, relatives à l'eau, à une 
solution de potasse et a diverses espèces de crownglass et de flintglass, 
les indices de réfraction correspondants aux sept rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

sont ceux que présente le Tableau suivant : 

TABLEAU I. 
Indices lie réfraction relatifs aux rayons B, C, D, E, F, G, H rfe Fraunhofer. 



SUBSTANCES REFRINGENTES. 



(a* série . 

Solution de potasse 

/ i^espèco 

Crownglass. ! a* espèce 

( 3" espèce 

i'* espèce 

•2® espèce 

Flintgla8S..{ li-série. 

^ esptcc.|^^, g^^.^ 

'; 4" espèce 



1,330935 
1,330977 
1,399629 
1,524312 
1,525832 
1,554774 

1 ,6020 (2 
1 ,623570 
1,626564 
1 ,626596 
1,627749 



1,331712 
1,331709 

i,4oo5i5 
1,525299 
1 ,526849 
1,555933 
1 ,6o38oo 
1,625477 
i,6i8iji 
1 ,628469 
1,629681 



1,333577 
1,333577 
1 ,402805 
1,527982 
1,529587 
1 ,559075 
1,608494 
i,63o585 
1,633666 
1,633667 
1 ,635o36 



i,33585i 

1,335849 
i,4o5632 
i,53i372 
i,533oo5 
i,563i5o 
1,614532 
1,637356 
1, 640544 
1,640495 
1,642024 



1,337818 
1,337788 
1 ,408082 
1,534337 
i,536o52 
1 ,56674 1 
1 ,620042 
1,643466 
1,646780 
1,646756 
1,648260 



1,341293 
1,341261 
i,4ia579 
1,539908 
1,541657 
1,573535 
1, 630772 
1 ,655406 
1,658849 
1,658848 
1,660285 



1,344177 
1,344162 
1,4 16368 
1,544684 
1,546566 

1,579470 
1,640373 
1,666072 
1,669680 
1 ,669686 
1,671062 



Les différences entre les nombres que renferme ce premier Tableau, 
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exprimées en millionièmes, se trouvent représentées par de nouveaux 
nombres, savoir, par ceux que renferme le Tableau suivant : 

TABLEAU n. 

Différences entre les indices de réfraction relatifs aux divers rayons, 
exprimées en millionièmes. 



SUBSTANCES RÉFRINaSNTES. 


e.-o,. 


6,-e,. 


6 —6 . 


e.-e,. 


e.-e.. 


6,-8.. 


9,-0,. 


„ il "série. 

Eau < 

(^* série. 

Solution de Dotasse 


777 
732 

886 
987 

lOIO 

1159 
1758 
1907 
1887 
1873 
1932 


i865 
1868 
2290 
2683 
2738 

3l42 

4694 

5 108 
52i5 
5198 
5355 


2274 
2272 
2827 
3390 
3418 
4175 
6o38 
6771 
6878 
6828 
6988 


1967 

1939 
2450 
2965 

3o47 
3591 
55io 
6110 
6236 
6261 
6236 


3475 
3473 

4497 
5571 
56o5 

6794 
10730 
11940 
12069 
12092 

12025 


2884 

2901 

3789 

4776 

4909 

5935 

9601 

10666 

io83i 

10838 

10777 


18242 
i3i85 
16739 
20372 
20734 
24696 
3833i 

42502 

43ii6 
43090 
433 13 


/ i^esDôce 


Crowtifirlass / îi* esnèee .1 


( 3* espèce 


/ 1 ^^ espèce 


2* espèce 


il® esDèce 





D'autre part, d*après les expériences de Fraiîhhofer, les longueurs 
d'ondulation, exprimées en cent-millionièmes de pouce, et correspon- 
dantes aux rayons 

B, C, D, E, F, G, H, 

peuvent être représentées ^ar les nombres 

(a) 2541, 2426, 2175, 1943, 1789, i585, i45i, 

ou par les suivants 

(6) 2541, 2422, 2175, 1945, 1794, 1587, i464, 

que Fraunhofer a substitués aux premiers à la fin de son Mémoire. 
Par suite les valeurs de j^j correspondantes aux rayons 

B, C, D, £, F, G, H, 
peuvent être considérées sensiblement comme proportionnelles, ou aux 
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nombres 

(c) i55, 170, 211, 265, 3i2, 398, 475, 
dont les différences respectives 

(d) i5, 4i, 54, 47, 86, 77 
offrent une somme égale à 32o, ou aux nombres 

(<?) i55, 170, 211, 264, 3ii, 397, 467, 

dont les différences 

(/) i5, 4i, 53, 47. 86, 70 

offrent une somme égale à 3i2. Cela posé, pour savoir si la loi précé- 
demment énoncée se vérifie, il suffira d'examiner si l'on retrouve a 
très peu près les nombres (d) ou (/), en multipliant les nombres 
compris dans les sept premières colonnes verticales du Tableau II par 
le rapport de la somme 820 ou 3i2 au nombre compris dans la dernière 
colonne. Or, en opérant ainsi, on obtiendra pour produits des nombres 
qui donnent pour somme 820 ou 3 12, savoir, ceux que renferme l'un 
ou l'autre des Tableaux suivants : 



TABLEAU m. 

Nombres proportionnels aux différences entre les indices de réfraction 
relatifs aiuc divers rayons, (Sorame 820.) 



SUBSTANCES REFRINOENTES. 



_ !•* série 

Eau ^ , . 

Solution de potasse 

r* espèce 

Crownglass. { 2* espèce 

3" espèce 

!'• espèce 

2* espèce 

Flintgla8s...i3. |."8érie 

'^ { 2" série 

4" espèce 















"9 


45 


55 


48 


84 


70 


18 


45 


55 


47 


84 


70 


17 


44 


54 


47 


86 


72 


16 


42 


53 


47 


88 


75 


16 


42 


53 


47 


87 


76 


i5 


41 


53 


47 


88 


77 


i5 


39 


5o 


46 


90 


80 


14 


38 


5i 


46 


90 


80 


14 


39 


5i 


46 


90 


80 


■4 


39 


5i 


46 


90 


80 


i4 


40 


5i 


46 


89 


80 
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TABLEAU IV. 

Nombres proportionnels aux différences entre lev indices de réfraction 
relatifs aux divers rayons, (Somme 3 12.) 



SUBSTANCES REFRINOBNTES. 



„ II" série 

1 2* série 

Solution de potasse 

/ i'* espèce 

Crownglass. | ^^ espèce 

( 3* espèce 

[ r* espèce. 

'2* espèce 

Flinlglass.. . / „. . \ i" série 
^ » 3" espèce. ^ ^ , . 

^ f a** série 

4* espèce 







54 








18 


44 


46 


82 


68 


17 


44 


54 


46 


82 


69 


16 


43 


53 


46 


84 


72 


i5 


4» 


52 


45 


85 


73 


i5 


41 


Si 


46 


84 


74 


i3 


40 


5i 


45 


86 


75 


■4 


38 


49 


45 


87 


78 


>4 


38 


5o 


45 


88 


78 


M 


38 


5o 


45 


87 


78 


14 


38 


5o 


45 


88 


78 


• 4 


39 


5o 


45 


87 


78 



Il est important d'observer que la plus grande différence qui existe 
entre deux nombres correspondants des suites (rf) et (/), savoir 



77 - 70 = 7, 

est comparable aux plus grandes différences qui existent 
termes de la suite (rf) et les nombres correspondants que 
chaque ligne horizontale du Tableau III, ou bien encore, 
termes de la suite (/) et les nombres correspondants que 
chaque ligne horizontale du Tableau IV. En effet, ces dern 
férences sont tantôt positives, tantôt négatives, et les plus 
abstraction faite du signe, sont 



entre les 
renferme 
entre les 
renferme 
iferes dif- 
grandes. 



77 — 70 : 



et 



78 - 70 r=: 8. 



On doit en conclure que la loi énoncée s'accorde avec les expériences 
de Fraunhofer, et se trouve vérifiée par elles avec un degré d'exacti- 
tude qui est sensiblement celui que comportent les erreurs d'obser- 
vation. Toutefois, nous ajouterons que l'accord des observations de 
Fraunhofer avec les formules devient plus grand encore lorsque, dans 
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la valeur de l'indice 6 ou du rapport j-^» on conserve, non seulement le 

terme proportionnel à k*, mais encore le terme proportionnel à k*, en 
attribuant au terme constant, ainsi qu'aux coefficients de k* et de k\ 
les valeurs que présentent les équations obtenues dans la 8*^ livraison 
des Nouveaux Exercices de Mathématiques (p. 225) (*). En vertu de ces 
équations, si l'on pose 

(9) s«— JUk*(i~ak»4-6k*), 

la valeur de k étant variable, non seulement avec la couleur, mais 
encore avec la substance que Ton considère, et déterminée par la 
formule 



k = 



27r 



si d'ailleurs on prend pour unité de longueur le mètre et pour unité 
de temps la seconde sexagésimale, les valeurs des coefficients «Ad, a, 6 
seront celles que fournit le Tableau suivant : 

TABLEAU V. 
Détermination des coefficients que renferme la formule (9). 



SUBSTANCES RÉFRINGENTES. 


(^)--^- 


10" 2. 


10" 6. 


Eau 


5,4890 

4,1935 
4,1858 
4,0378 

3,85t4i 
3,7298 

3,7172 
3,7i52 


0,00808 
, 008 1 5 
0,00700 
0,00707 

0,00749 
0,00941 
0,00988 
0,00996 
o,oio55 


0,000373 
0,000263 
0,0001 i3 
0,000111 
0,000061 

— OjOOOOSs». 

— 0,000069 

— 0,000071 
0,000016 


Solution de Dotasse 


/ I ^ esDèce 


Crownglass . 2* espèce 


. 3** espèce 


/ 1 ™ esDèce 


^ . I 2* esoèce 


Hintgia8s...p3.;jf^^;_; ;;;;;;; 


( i" esDèce 





Le calcul des nombres que renferme le Tableau V s'appuie sur cette 
supposition que, pour les rayons 

B, C, D, E, F, G, H 

(*) OEuvres de Cauchf, S. Il, T. X. 
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de Fraunhofer, les longueurs d'ondulation dans l'air, exprimées en 
cent-millionièmes de pouce, sont respectivement 

254i, 2425, 2175, 2943, 1789, i585, 145 I. 

Alors ces mêmes longueurs, exprimées en dix-millioniemes de milli- 
mètre, seront 

(g) 6878, 6564, 5888, 6260, 4843, 4291, 3928. 

Si, en prenant pour 1 une de ces dernières longueurs, on posait, 

comme ci-dessus, 

, 27r 

on devrait, dans la formule (9), remplacer k par 6k. Alors de cette 
formule, réduite à 

(10) s*=Jl>e*k»(i — a*k«4-60*k*) 

et résolue par rapport à 6, on déduirait des valeurs de G sensiblement 
égales à celles que présente le Tableau I, en prenant successivement 
pour 1 les divers termes de la suite (g), et pour k, s les valeurs que 
déterminent les équations 

k=z^, Si=:Ûk, 

quand on représente par Cl la vitesse avec laquelle les rayons se pro- 
pagent dans l'air. Ajoutons que, en déterminant ainsi les valeurs de k 
et de s correspondantes aux rayons 

B, C, D, E, F, G H 

de Fraunhofer, on trouvera : i® pour valeurs de [~ j k les nombres 
(A) o,9i35, 0,9571, 1,0672, 1,1946, 1,2974, 1,4644, 1,5996; 
2^ pour valeurs de ( ~ j s les nombres 
(1) 2,833, 2,968, 3,309, 3,704, 4,023, 4,541, 4,960. 



QEuyres de C. — S. I, t. VU. 3o 
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198. 

Géométrie analytique. — Mémoire sur les dilatations, les condensations et 
les rotations produites par un changement de forme dans un système 
de points matériels, 

C. R., T. XV, p. 1166 (a6 décembre 184a). 

Dans ce Mémoire, l'auteur a joint, à la théorie des condensations et 
dilatations produites par un changement de forme dans un système de 
points matériels, la théorie des rotations que des axes menés par un 
point du système exécutent en se déformant, et il est ainsi parvenu à 
des propositions nouvelles dont plusieurs paraissent dignes de re- 
marque. Parmi ces propositions, qui seront reproduites avec quelques 
détails dans un prochain article, nous nous bornerons aujourd'hui à 
citer celle qui se rapporte aux rotations exécutées par divers axes par- 
tant d'un même point et compris dans un même plan, autour d'un axe 
perpendiculaire à ce plan. Il est aisé de voir que la moyenne entre ces 
diverses rotations, ou ce qu'on peut appeler la rotation moyenne du 
système de points matériels autour du dernier axe, varie avec la posi- 
tion de cet axe. Or, si l'on représente la rotation moyenne du système, 
autour d'un axe aboutissant à un point donné, par une longueur me- 
surée sur l'axe à partir de ce même point, et si Ton nomme rotation 
principale du système la plus grande des valeurs de cette rotation 
moyenne correspondantes aux diverses positions que l'axe peut offrir, 
on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Lorsqu'un système de points matériels éprouve un chan- 
gement de forme infiniment petit, alors, en chaque point, la rotation 
moyenne du système autour d'un axe quelconque se trouve représentée, 
en grandeur comme en direction, par la projection de la rotation princi- 
pale sur cet axe. 

Si Ton prend successivement pour axe de rotation chacun de ceux 
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qui, passant par le point donné, sont parallèles aux trois axes coor- 
donnés, supposés rectangulaires entre eux, on obtiendra trois rota- 
tions moyennes représentées par les moitiés des fonctions différen- 
tielles renfermées entre parenthèses dans les seconds membres des 
équations (i) de la page 207. 



199. 

Géométrœ analytique. — Mémoire sur les dilatations, les condensations et 
les rotations produites par un changement de forme dans un système 
de points matériels. 

C. R., T. XVI, p. 12 (2 janvier 1843). 

Pour être en état d'appliquer facilement la Géométrie k la Méca- 
nique, il ne suffit pas, de connaître les diverses formes que les lignes 
ou surfaces peuvent présenter et les diverses propriétés de ces lignes 
et de ces surfaces, mais il importe encore de savoir quels sont les 
changements de forme que peuvent subir les corps, considérés comme 
des systèmes de points matériels, et à quelles lois générales ces chan- 
gements de forme se trouvent assujettis. Ces lois ne paraissent pas 
moins dignes d'être étudiées que celles qui expriment les propriétés 
générales des lignes courbes ou des surfaces courbes, et, aux théo- 
rèmes d'Euler sur la courbure des surfaces qui limitent les corps, on 
peut ajouter d'autres théorèmes qui aient pour objet la condensation 
ou la dilatation linéaire, et les autres modifications éprouvées eri 
chaque point par un corps qui vient à changer de forme. Déjà, en 
1827, j'ai donné, dans les Exercices de Mathématiques (*), la théorie 
des condensations ou dilatations linéaires et les lois de leurs varia- 
tions dans un système de points matériels. A cette théorie, fondée sur 

(») Œuvres de Cauchj, S. U, T. VII, p. 82 et suiv. 
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une analyse que je reproduis avec quelques légères modifications, se 
trouve jointe, dans ce nouveau Mémoire, la théorie des rotations 
qu'exécutent, en se déformant, des axes menés par un point quel- 
conque du système. Pour ne pas trop allonger cet article, je me bor- 
nerai à indiquer, en peu de mots, les principaux résultats auxquels je 
suis parvenu; et, pour le détail des calculs, je renverrai le lecteur au 
Mémoire même, qui sera prochainement publié dans les Exercices 
d'Analyse et de Physique mathématique (* ). 

Considérons un système de points matériels qui passe d'un premier 
état naturel ou artificiel à un second état distinct du premier, et dans 
ce système deux molécules m, /w, réduites chacune à un point matériel. 
Tandis que ce système changera de forme, le rayon vecteur r, mené de 
la première molécule m à la seconde m, variera dans un certain rap- 
port. La valeur numérique de la quantité positive ou négative £, qui 
exprimera la différence entre ce rapport et l'unité, dans le cas où le 
rayon vecteur r deviendra infiniment petit, représentera la dilatation 
ou condensation linéaire, mesurée au point occupé par la première 
molécule m, dans la direction du rayon vecteur r. Ajoutons que, pen- 
dant le changement de forme du système, le rayon vecteur r, supposé 
infiniment petit, tournera autour de la première molécule m, en décri- 
vant un angle S propre à mesurer la rotation qu'exécutera, en se dé- 
formant, un demi-axe partant de cette molécule et constamment dirigé 
dans le même sens que le rayon vecteur. Cela posé, je démontre les 
propositions suivantes : 

Théorème L — Soient, dans un système de points matériels qui change 
de forme, t la dilatation mesurée suivant un demi-axe qui part de la mo^ 
lécule m^ et ^ la rotation qu'exécute ce demi-axe en se déformant; les 
rapports 



i-f-fi (i4-e)sinâ 
varieront ai^ec la direction qu'offrira ce demi-axe dans le premier état du 
(0 Œuvres de Cauchy, S. U, T. XJI. 
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système, de manière' à poussoir être représentés , le premier par le rayon 
vecteur d'une sur/ace du second degré, le second par le carré du rayon 
vecteur d'une surface du quatrième degré. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
les rapports 

sind 

varieront ai^ec la direction qu'offrira le demi-axe donné dans le second 
état du système, de manière à pouvoir être représentés, le premier par le 
rayon vecteur d'une surface du second degré, le second par le carré du 
rayon vecteur d'une surface du quatrième degré. 

Concevons maintenant que la seconde molécule m soit Tune quel- 
conque de celles qui entourent la première m dans un certain plan. La 
projection de l'angle S sur ce plan mesurera ce qu'on peut nommer la 
rotation du rayon vecteur r autour d'une droite OA perpendiculaire h 
ce plan. Cela posé, je démontre encore la proposition suivante : 

Théorème III. — Im rotation d'un demi-axe partant de la molécule m 
et compris dans un certain plan, autour d'une droite OA perpendiculaire 
à ce plan, varie avec la direction primitive ou définitive de ce demi-axe, 
de telle manière que sa tangente trigonométrique peut être représentée par 
le rapport entre les carrés des rayons vecteurs de deux surfaces du second 
degré. 

Pour plus de précision, nous avons, dans ce Mémoire, donné des 
signes aux rotations exécutées autour d'un axe, ou plutôt autour d'un 
demi-axe. En supposant, pour fixer les fdées, que les mouvements de 
rotation exécutés de droite à gauche autour des demi-axes des coor- 
données positives sont, dans les plans coordonnés, des mouvements 
directs, nous considérons comme positives les rotations exécutées de 
droite à gauche autour d'un demi-axe quelconque OA, et comme néga- 
tives celles qui s'exécutent de gauche à droite. 

La moyenne entre les diverses rotations exécutées autour d'une 
même droite par les divers demi-axes qui, partant d'une molécule m. 
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se trouvent renfermés dans un même plan, est ce que j*appelle la rota- 
tion moyenne du système de points matériels autour de cette droite. 
Lorsque cette droite change de direction, la rotation moyenne varie, 
et le maximum de cette rotation est la rotation moyenne principale. 

Les lois suivant lesquelles s'effectue le changement de forme d'un 
système de points matériels se simplifient lorsque ce changement de 
forme devient infiniment petit. Alors on obtient de nouveaux théo- 
rèmes relatifs, les uns aux condensations et dilatations linéaires, les 
autres aux rotations. Les premiers se trouvent déjà dans le Mémoire 
de 1827; parmi les autres, on doit particulièrement distinguer ceux 
que je vais énoncer. 

Théorème IV. — Si la rotation moyenne principale qui correspond à 
la molécule m est représentée par une longueur portée ^ à partir de cette 
molécule, sur le demi-axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite 
à gauche, les projections algébriques de la même longueur sur les cuves 
coordonnés des x, y, z représenteront les rotations moyennes du système 
autour de trois axes parallèles menés par la molécule m. 

Théorème V. — Si la rotation moyenne principale qui correspond à la 
molécule m est représentée par une longueur portée à partir de cette molé- 
cule sur le demi-axe autour duquel cette rotation s'effectue de droite à 
gauche, la rotation moyenne autour d'un autre demi-axe sera le produit 
de la rotation moyenne principale par le cosinus de l'angle compris entre 
les deux demi-axes. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 
précédents, la rotation moyenne autour d'un demi-axe quelconque sera 
représentée, au signe près, par la projection de la rotation moyenne prin- 
cipale sur ce demi-axe; par conséquent elle s'éi^anouira si le nouveau 
demi-OÂJce est perpendiculaire à celui autour duquel s'exécute la rotation 
moyenne principale. Dans le ca^ contraire, elle s'effectuera de droite à 
gauche ou de gauche à droite, suivant que l'angle compris entre les deux 
demi-axes sera positif ou négatif. 

Théorème VII. — Portons, à partir de la molécule m, sur chacun des 
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demi-axes aboutissant à cette molécule et renfermés dans un même plan, 
une longueur équivalente à V unité divisée par la racine carrée de la rota- 
tion très petite qu'exécute en se déformant le demi<Lxe que Von considère 
autour d'une droite perpendiculaire au plan. Cette longueur représentera 
le rayon vecteur d'une ellipse qui aura pour centre la molécule m, et dont 
les deux axes y grand et petit, correspondront, si toutes les rotations s'exé- 
cutent dans le même sens, le premier à la rotation dont la valeur numé- 
rique sera un minimum, le second à la rotation dont la valeur numérique 
sera un maximum. Si au contraire les rotations s'exécutent les unes dans 
un sens, les autres en sens contraire, l'ellipse fSe trouvera remplacée par 
deux hyperboles qui, étant conjuguées l'une à l'autre, offriront les mêmes 
asymptotes avec des a^es réels, perpendiculaires entre eux. Alors ces a^es 
réels correspondront à deux rotations effectuées en sens contraires, et dont 
chacune sera un maximum, abstraction faite du signe, tandis que les 
directions des asymptotes répondront à deux demi-axes dont les rotations . 
s'évanouiront. 

Si Toiï projette en particulier la rotation moyenne principale sur 
les axes coordonnés, les projections que Ton obtiendra, et qui repré- 
senteront les rotations moyennes autour de ces demi-axes, seront 
précisément les fonctions différentielles des déplacements molécu- 
laires, comprises, avec la dilatation du volume, dans les équations 
générales des mouvements infiniment petits des milieux isophanes 
qui présentent les phénomènes de la polarisation chromatique. Il y a 
plus : il résulte des formules contenues dans les Mémoires que j'ai pré- 
sentés à l'Académie en i83o que, si, dans les milieux isophanes ordi- 
naires, on prend pour inconnues, au lieu des déplacements molécu- 
laires, la dilatation du volume et les rotations movennes autour des 
demi-axes coordonnés, chacune de ces inconnues se trouvera déter- 
minée par une. équation aux dérivées partielles, qui, réduite au second 
ordre, sera de la forme de celle qu'on appelle Véquation du son. Cette 
remarque suffit pour ramener l'intégration des équations aux dérivées 
partielles d'un milieu isophane ordinaire à un problème résolu depuis 
longtemps, savoir, à l'intégration générale de l'équation du son. 
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Analyse. 

§ I. — Formules générales relatives au changement déforme que peut subir 
un système de points matériels. 

Concevons qu'un système de points matériels vienne à changer de 
forme, en passant d'un premier état naturel ou artificiel à un second 
état distinct du premier. 

Soient, dans le premier état du système, 

x^ y, z les coordonnées rectangulaires d'une molécule m, supposée 

réduite à un point matériel; 
r le rayon vecteur mené de la molécule m à une autre molécule /w; 
a, i, c les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les 

demi-axes des coordonnées positives. 

Soient, dans le second état du système, 

a? -h $, y H- T], s 4- Ç les coordonnées de la molécule m; 
r-h p le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule m\ 
a, b, c les cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 
axes des'coordonnécs positives. 

Soient encore 

5 l'angle compris entre les rayons vecteurs r, r-f- p; 

ç, 5(^, ^ les projections algébriques de cet angle sur les plans coordon- 
nés, ou, ce qui revient au même, les angles décrits dans les plans 
coordonnés par les projections du rayon vecteur r, chacun de ces 
angles étant pris avec le signe -h ou le signe —, suivant que le mou- 
vement de rotation est direct ou rétrograde. 

Enfin posons 

(.) .=E. 

^, Y], !^ représenteront les déplacements de la molécule m mesurée pa- 
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rallèlement aux axes coordonnés, et l'on aura 

(2) sin5=[(Ar — cb)«-h(cû — af)«-+-(ab — 6a)»]i 

(3) tang9=7T > tangY=: > langue = ri' 

Si le rayon vecteur r devient infiniment petit, la valeur de e, déter- 
minée par l'équation (i), représentera, au signe près, la dilatation ou 
condensation linéaire, mesurée sur un demi-axe OA qui forme avec 
ceux des coordonnées positives les angles dont les cosinus sont a, è, c. 
Alors aussi l'angle 8 mesurera la rotation absolue de ce demi-axe 
autour de la molécule m, tandis que les angles ç, /^, 4* représenteront 
les rotations du même demi-axe autour de trois demi-axes parallèles à 
ceux des coordonnées positives. On trouvera d'ailleurs, dans cette 
hvpothèse, 

(4) I -f-[aDa.tî-+-6(i-hDyYî) + cD-Yî]» 



( 



et 



'»=j^-[«(i + D,$) + 6D^Ç-t-cD,?], 



(5) ^ b=--J--[aDa,r) + 6(i-i-Dyï)) + cD-r)], 

Dans le cas particulier où le demi-axe OA devient parallèle au plan 
des j, z, on a 



et, en nommant t l'angle polaire formé par le demi-axe OA avec celui 
des y positives, on a encore 

b = cosT, c := sinr. 

Par suite, on tire de la première des formules (3), jointe aux équa- 
tions (5), 
,«. , (cosTDy+sînTD-)(ÇcosT-— YjsinT) 

^^ I-+- (C0STDy4-SinTl).){Y)C0ST + ÇsinT) 

OEuvrea de C — S. I, t. VU. 3l 
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Ocla posé, si l'on prend 

(7) «=-j^ orfr, 

a représentera ce qu'on peut appeler la rotation moyenne du système 
de points matériels autour du demi-axe des x positives. Des formules 
semblables aux équations (6) et (7) détermineront les rotations 
moyennes ê ou y du système autour du demi-axe des v ou des z posi- 
tives. Enfin, à l'aide d'un changement de coordonnées rectangulaires, 
on déduira aisément des mêmes formules la rotation moyenne du sys- 
tème autour d'un demi-axe OA qui formerait avec ceux des coordon- 
nées positives des angles dont les cosinus seraient 

a, ^, c. 

Quant k la dilatation moyenne du volume, si on la représente par u, 
on aura 

(8) I-hU=:(l-H£')(l-+-£'')(l-+-£^), 

£', c", £'" étant les dilatations linéaires principales, c'est-à-dire celles qui 
se mesurent sur trois axes rectangulaires, et parmi lesquelles se 
trouvent les dilatations maxima et minima. 

§ II. — Formules relatives aux changements de forme infiniment petits 
que peut subir un système de points matériels. 

Les formules obtenues dans le § I se simplifient lorsque le change- 
ment de forme du système de points matériels devient infiniment 
petit, ou plutôt lorsque ce changement est assez petit pour que l'on 
puisse négliger les puissances supérieures et les produits des déplace- 
ments moléculaires et des quantités de même ordre, par exemple des 
dérivées de ces déplacements et des dilatations linéaires. Alors, à la 
place des formules (4) et (6) du § I, on obtient les suivantes : 

(i) • £ = (aD;f-+- 61)y-f-cD5)(a^4- ÔYî + cÇ), 

i (p=i cos'rDyÇ — sin-rD-TQ — sinTCOST(DyTn — DzC) 
j rz i (Dj. Ç - D^Yî) -+- {(DyÇ -h D^Yî) C0S2T - \{l^y^ - D, K) sinar. 
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De cette dernière, jointe à Téquation (7) du § I, on tire 

a=:}(IVÇ~D,Y)). 



On trouve de môme 

(3) < 6=i(D,?-D,a 

( y = \{D,n-^ï)yl). 

Les formules (3) déterminent les rotations moyennes a, 6, y du sys- 
tème de points matériels donné autour des demi-âxes des coordonnées 
positives, et il suffît de recourir à une simple transformation des coor- 
données rectangulaires, pour déduire de l'une quelconque de ces trois 
formules la rotation moyenne du système autour du demi-axe OAqui 
forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les angles dont 

les cosinus sont 

«, b, c; 

on trouve alors 

Si Ton nomme la valeur maximum de 0, ou la rotation moyenne prin- 
cipale, on aura évidemment 

et la direction du demi-axe, autour duquel s'effectuera cette rotation 
moyenne principale, sera déterminée par les formules 

Observons encore que, en vertu de la formule (i), la somme des 
dilatations linéaires mesurées suivant trois directions rectangulaires 
entre elles sera équivalente au trinôme 

Donc, si l'on nomme e', e", e'" les dilatations linéaires principales, on 
aura 

(6) e'-^t'-^i''=D^l-hJ)yn'hD,K' 
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D'autre part, en considérant les dilatations linéaires comme infiniment 
petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second 
ordre ou d'un ordre supérieur au premier, on tire de la formule (8) 
du§I 

(7) v^c'-he^-he"'. 

Cette dernière formule, jointe k l'équation (6), entraine la suivante : 

(8) u = D;,|-hDj.YîH-D5Ç. 

Il est aisé de s'assurer que les diverses formules données dans ce 
paragraphe et dans le précédent entraînent les théorèmes énoncés 
dans le préambule de ce Mémoire. 

§ III. — Sur les équations aux dérivées parlielles qui représentent les 
mouvements infiniment petits d'un système isotrope de molécules. 

D'après ce que j'ai dit dahs la séance du i4 novembre dernier, les 
équations aux dérivées partielles qui représentent les mouvements 
infiniment petits d'un système de molécules isotrope sont générale- 
ment de la forme 

/ (DJ — E)$ =FDa.u-h2Ga, 

(i) ! (Dî — E)Yî = FDjry-h2G6, 



(Dî — E)C =:FD.u-haGy, 

les lettres 

y> «» 6, y 

désignant, comme dans les paragraphes précédents : i^ la dilatation 
du volume mesurée au point {x^y^z)\ 2° les rotations moyennes du 
système autour de trois demi-axes menés par le même point parallè- 
lement à ceux des coordonnées positives. Quant aux lettres E, F, G, 
elles représentent, dans les équations (i), trois fonctions entières de 

la somme 

Di-hD«-hD|, 

dont la première s'évanouit avec cette somme, et dont chacune peut 
être composée d'un nombre infini de termes. 
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On peut aisément déduire des formules (i) d'autres formules qui 
renferment seulement les inconnues 

u, a, 6, y; 

et d'abord, comme, en vertu des équations (3) du § II, on aura iden- 
tiquement 

(2) D^a + Dyê 4- Dzy = o, 
on tirera des équations (i) 

(3) [D«-E-F(Di+D*4-DJ)]'j=:=o. 

De plus, si l'on élimine u entre les équations (t), combinées deux à 
deux, on en conclura 

/ (D?-E)a = 2G(D^y-D,6), 

(4) (D?-E)6izz2G(D,a-D,y), 
( (D? — E)y = aG(D;p6 — Dj,a). 

Lorsque G s'évanouit, les formules (4) se réduisent aux suivantes : 

(5) (D?-E)a^o, (D?-E)6rzo, (D?-E)y = o. 

Les formules (3) et (5) sont du nombre de celles que j'ai données 
dans le Mémoire lithographie d'août i836. Lorsqu'on a simplement 

E=i(D*H-D« + Di), F=if, 

i t désignant des coefficients constants, elles se réduisent aux sui- 
vantes : 

(6) [D?-i(i + f)(Di4-D«4-D|)]u = o, 

/ [D?-i(D«-+-D« + D|)]az=o, 

(7) [D?-i(Di+DJ+D|)]6z3:o, 
([D?-i(Di-hD«H-D|)]y=o. 

Ces dernières sont toutes semblables à l'équation du son et s'intègrent 
de la même manière; elles sont d'ailleurs comprises, comme cas par- 
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ticulier, dans des formules plus générales que j'ai données dans un 
Mémoire présenté à rAcadémie le 3i mai i83o, et qui sont relatives 
au mouvement de la lumière dans les cristaux à un seul axe optique. 



200. 

Physique mathématique. — Note sur les pressions supportées, dans un corps 
solide ou fluide, par deux portions de surface très voisines, l'une exté- 
rieure, l* autre intérieure à ce même corps. 

G, R., T. XVF, p. i5i (a3 janvier i843). 

J'ai remarqué, dans un Mémoire présenté à l'Académie le 3o sep- 
tembre 1822, et dans le II* Volume des Exercices de Mathématiques (*)^ 
que la pression ou tension supportée en un point donné d'un corps 
par une surface plane devait être généralement, non pas normale, 
mais oblique à cette surface. J'ai de plus développé les lois suivant 
lesquelles cette pression ou tension varie en grandeur et en direction, 
lorsque le plan qui renferme la surface tourne autour du point donné. 
Pour trouver ces lois, il m'a suffi d'établir l'équilibre entre les pres- 
sions ou tensions supportées par les différentes faces d'un très petit 
élément de volume, que j'ai fait successivement coïncider avec un 
prisme droit, dont la base était supposée très petite par rapport à la 
hauteur, avec un parallélépipède rectangle et enfin avec un tétraèdre 
dont les trois arêtes étaient parallèles à trois axes rectangulaires entre 
eux. Quand on considère un corps comme un système de points maté- 
riels qui agissent les uns sur les autres à de très petites distances, 
les lois obtenues ainsi qu'on vient de le dire se trouvent vérifiées, 
non seulement par les valeurs particulières des pressions auxquelles 
M. Poisson était d'abord parvenu, c'est-à-dire par les valeurs qui 

(t) OEuvres de Cauc/iy, S. II, T. Vil. 
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reproduisent les équations d'équilibre et de mouvement des milieux j 

isotropes trouvées par M. Navier, mais encore par les valeurs plus | 

générales que j'ai données dans le III* Volume des Exercices (*), et 
qui se rapportent k des milieux non isotropes. 

La considération d'un prisme droit élémentaire, dont la base est I 

très petite relativement à la hauteur, m'avait, dans le II® Volume des I 

Exercices^ conduit à cette conclusion générale, que les pressions ou ten- 
sions exercées en un point donné d*un corps contre les deux faces d'un ! 
plan quelconque passant par ce point sont deux forces égales et direc- \ 
tentent opposées. En d'autres termes, une couche infiniment mince rcn- ' 
fermée dans le corps à une distance sensible de la surface, et comprise 
entre deux plans parallèles, supporte sur ses deux faces des pressions 
ou tensions égales; mais dirigées en sens contraires. Il restait à savoir 

si la même proposition doit être étendue au cas où l'un des deux plans i 

parallèles est remplacé par une portion élémentaire de la surface exté- i 

rie-ure du corps, et où l'épaisseur de la couche infiniment mince est 
remplacée par le rayon de la sphère d'activité sensible d'une molé- 
cule. Cette extension est nécessaire pour que l'on puisse mesurer la 
pression intérieure et relative à un point situé près de la surface d'un 
corps solide par la pression extérieure, comme nous l'avons fait, 
M. Poisson et moi, dans les Mémoires que nous avons publiés sur les 
surfaces, les lames et les verges élastiques. Mais avons-nous raison 
de le faire, et cette manière d'opérer est-elle légitime? C'est un point 
sur lequel s'étaient élevés dans mon esprit quelques doutes, que j'ai 
cru devoir loyalement exposer aux géomètres, non seulement dans le 
Mémoire lithographie sur la théorie de la lumière, mais aussi dans 
le Mémoire présenté à l'Académie le i8 mars 1839. Aujourd'hui ces 
doutes sont heureusement dissipés, ainsi que je vais l'expliquer en 
peu de mots. 

Pour qu'un élément de surface plane, mené par un point intérieur 
dans un corps ou dans un système de molécules, supporte une pres- 

(») OEuvres de Cauchy, S. II, T. VFII. 
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sion dont la grandeur et la direction demeurent sensiblement inva- 
riables, tandis que Ton passe d*un point à un autre de cet élément» il 
est nécessaire, en général, que les deux dimensions de l'élément soient 
très petites. Mais, quelque petites que soient ces deux dimensions, si 
la hauteur d'un prisme droit qui a l'élément pour base devient infi- 
niment petite, c'est-à-dire décroit indéfiniment, il arrivera bientôt un 
instant où cette hauteur pourra être négligée vis-à-vis de chacune des 
deux dimensions de la base; et alors, la surface latérale du prisme 
devenant très petite par rapport à la base, le système entier des pres- 
sions supportées par la surface latérale pourra être négligé relati- 
vement aux pressions totales supportées par la base sur laquelle le 
prisme a été construit, et par la base opposée. Donc l'équilibre, qui 
devra subsister entre les diverses pressions supportées par les diverses 
faces du prisme, se réduira sensiblement à l'équilibre des pressions 
supportées par les deux bases. Donc ces pressions totales, qui se 
changeront quelquefois en deux tensions, seront deux forces sensi- 
blement égales, mais dirigées en sens contraires. Telle est la démon- 
stration que j'ai donnée depuis longtemps de V égalité des pressions ou 
tensions exercées en un point donné d*un corps contre lés deux faces d'un 
plan quelconque, ou, ce qui revient au même, contre les deux faces 
d'une couche infiniment mince passant par ce point. 

Si maintenant on veut démontrer l'égalité des pressions extérieure 
et intérieure correspondantes à deux points très voisins, situés sur 
une même droite normale à la surface qui termine le corps, savoir, 
des pressions supportées : i^ en un point donné de la surface du corps 
par cette surface même; 2? en un second point dont la distance à la 
surface soit au moins égale au rayon de la sphère d'activité sensible 
d'une molécule par un plan perpendiculaire à la normale ou, ce qui 
revient au même, parallèle à celui qui touche la surface au premier 
point, la démonstration pourra cesser d'être exacte, et ne subsistera 
que sous certaines conditions qu'il importe de signaler. A la vérité, on 
pourra toujours concevoir que l'on construise un prisme ou cylindre 
droit qui ait pour hauteur la distance entre les deux points avec des 
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bases très petites, dont Tune pourra être censée se confondre avec un 
élément de la surface extérieure du corps. Mais, après avoir rendu 
ces bases assez petites pour que les pressions supportées par elles ne 
varient pas sensiblement dans le passage d'un point a un autre, on ne 
pourra faire décroître indéfiniment la hauteur du prisme, et, pour que 
la démonstration précédemment rappelée soit applicable, il faudra 
que la limite inférieure assignée à celte hauteur^ c'est-à-dire le rayon 
de la sphère d'cu^tiçité sensible d'une molécule, soit effectivement une 
quantité très petite relativement aux dimensions qu'il sera possible d'at* 
tribuer aux deux bases du prisme sans faire varier sensiblement la pres- 
sion soit intérieure^ soit extérieure. 

Si, comme nous le supposerons généralement dans ce qui va suivre, 
les variations de la pression extérieure restent toujours très petites 
pour de très petites distances parcourues sur la surface du corps, la 
seule condition à vérifier sera qu« le rayon de la sphère d'activité sen- 
sible d'une molécule reste très petit relativement à la distance qu'il faudra 
parcourir dans le corps sur un plan quelconque^ pour obtenir des v*aria- 
tions sensibles de la pression supportée par ce même plan. 

Dans un corps homogène considéré comme un système de molé- 
cules, les variations que la pression supportée par un plan éprouve 
quand on passe d'un point à un autre sont dues aux déplacements 
des molécules. Si d*aillcurs le corps est animé de l'un des mouve- 
ments infiniment petits que nous appelons mouvements sirhples ou par 
ondes planes, les déplacements moléculaires ne varieront pas sen- 
siblement quand on parcourra des distances très petites relativement 
aux épaisseurs des ondes« Donc alors la condition ci-dessus énoncée 
se réduira simplement à ce que le rayon de la sphère d'activité sensible 
d'une molécule demeure très petit relativement aux épaisseurs des ondes 
planes. Sous cette condition, la pression extérieure supportée par la 
surface du corps ne différera pas sensiblement de la pression inté- 
rieure supportée par un plan parallèle au plan tangent et mené à une 
distance équivalente au rayon de la sphère d'activité sensible d'une 
molécule. 

OEutres de C. — S. I, t. VU. 32 
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En général, lorsqu'un corps homogène est doué d'un mouvement 
infiniment petit, ce mouvement peut être censé résulter de la super- 
position d'un nombre fini ou infini de mouvements simples. Alors la 
condition précédemment énoncée se réduit à ce que le rayon de la 
sphère d'activité sensible d'une molécule demeure très petit relativement 
aux épaisseurs des diverses ondes planes. 

Dans la théorie des surfaces des lames et des verges élastiques, on 
peut aux épaisseurs des ondes substituer des quantités du même 
ordre, telles que les dimensions des diverses portions de courbes 
décrites par des points qui s'écartent dags un sens ou dans un autre 
de leurs positions primitives. Alors on obtient les conditions qui 
doivent être vérifiées pour l'exactitude des formules relatives aux 
vibrations des surfaces des lames ou des verges élastiques, telles 
qu'elles ont été données par M. Poisson ou par moi-même dans 
divers Mémoires. L'accord général de ces formules avec l'expérience 
ne permet guère de douter que les conditions ci-dessus indiquées, 
et sous lesquelles elles subsistent, ne se trouvent effectivement rem- 
plies. 

Dans le Tome VII des Mémoires de l'Académie (p. Sgo) et dans le 
XX* Cahier du Journal de l'École Polytechnique (p. 56), M. Poisson 
avait déjà cherché à démontrer l'égalité des pressions extérieure et 
intérieure correspondantes à deux points situés, l'un sur la surface 
d'un corps, l'autre près de cette surface. Mais la démonstration qu'il 
a donnée dans les Mémoires de l'Institut, et modifiée dans le Journal 
de l'École Polytechnique, en comparant l'une à l'autre les pressions 
supportées par les bases, tantôt d'un très petit segment de volume, 
tantôt d'un cylindre dont la hauteur et les bases sont très petites, me 
parait sujette à quelques difficultés qu'il serait trop long de développer 
ici; et ce qui me persuade que ces difficultés sont réelles, c'est, en pre- 
mier lieu, que la démonstration dont il s'agit n'a jamais été opposée, à 
ma connaissance, ni par son auteur ni par aucun autre géomètre, aux 
doutes que j'avais énoncés publiquement et par écrit, en assurant que 
l'égalité des pressions extérieure et intérieure n'était pas démontrée; 
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c'est, en premier lieu, que, dans les passages cités, M. Poisson ne fait 
pas mention de la condition à laquelle nous sommes parvenu, et sans 
laquelle, néanmoins, le théorème que constitue cette égalité peut, a 
notre avis, devenir inexact. 

Si, au lieu d'un seul système de molécules, on considère deux sem- 
blables systèmes séparés l'un de l'autre par une surface plane, alors, 
raisonnant toujours de la même manière, on obtiendra de nouvelles 
propositions analogues à celles que nous avons énoncées, et en parti- 
culier les suivantes : 

Théorème I. — Étant donnés deux milieux séparés par une surface 
plane, et composés de molécules qui éprouvent de très petits déplacements y 
si dans chaque milieu le rayon de la sphère d' activité d'une molécule est 
une quantité très petite que l'on puisse négliger relativement à la distance 
qu'il faut parcourir pour que les pressions ou les déplacements subissent des 
variations sensibles, les pressions mesurées dans les deux milieux en deux 
points situés sur une perpendiculaire à la surface de séparation, de ma- 
nière que la dislance de chacun à la surface soit le rayon de la sphère 
d'activité sensible d'une molécule, et supportées en ces deux points par 
deux plans parallèles à la surface, seront sensiblement égaies entre elles. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le premier théo- 
rème, supposons que des mouvements infiniment petits, simples ou à ondes 
planes, se propagent dans les deux milieux. Si le rayon de la sphère d'ac^ 
tivité sensible dans chaque milieu est une quantité très petite relativement 
aux épaisseurs des ondes planes, les pressions mesurées dans les deux mi- 
lieux en deux points situés sur une perpendiculaire à la surface de sépara- 
tion, de manière que la distance de chacun à la surface soit le rayon de la 
sphère d'activité sensible d'une molécule, et supportées en ces deux points 
par deux plans parallèles à la surface, seront sensiblement égales entre 
elles. 
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201. 

Physique mathématique. — Mémoire sur les pressions ou tensions inté- 
rieures , mesurées dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que 
sollicitent des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. 

C. R., T. XVI, p. 299 (G février r843). 

Dans le IIP Volume des Exercices de Mathématiques (*) et dans deux 
Mémoires présentés à l'Académie en 1839 {voir les séances du 28 oc- 
tobre et du 1 1 novembre 1839) (*), je me suis déjà occupé des pressions 
ou tensions intérieures, mesurées dans un système simple ou dans un 
double système de points matérielsr que sollicitent des forces d'at- 
traction ou de répulsion mutuelle. En développant les formules que 
renferment ces. divers Mémaires, on obtient celles que je vais indiquer 
ici. 

§ I. — Equilibre et mouvement d'un système de points matériels. 
Pressions ou tensions mesurées dans un sembla die système. 

Considérons d'abord un système simple de molécules que nous sup- 
poserons réduiteî5 à des points matériels, et sollicitées par des forces 
(Kattraction au de répulsion mutuelle. Soient, dans l'état d'équilibre, 

X, yr z les coordonnées d'une molécule m ; 
x" -f- X, j^ -4- y, :r -f- z les coordonnées d'une autre molécule m; 
r le rayon vecteur mené de la molécule m à îa molécule m et lié à x, 
y, z par l'équation 

(1) /•'=\*-^-y*-^z*; 

mmr/(r) l'action mutuelle des molécules m, m, la fonction /(r) étant 
positive lorsque les molécules s'attirent, et négative lorsqu'elles se 
repoussent; 

(i) OEuvres de Cauc/if, S. II, T. VIII. 
(») 2d,, S. I, T. IV, p. 5i3et52o. 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT No 20Î. 253 

î> la densité du système au point (a?, y^ si) ; 

m.x, mg', x^% les projections algébriques de la résultante des actions 
exercées sur la molécule m par les autres molécules; 

enfin x, i, c, #, Db, (D, c, (D, e les projections algébriques des pres- 
sions ou tensions supportées au point (a?, j, s), et, du côté des coor- 
données positives, par trois plans perpendiculaires aux axes des a-, 
des y et des z. 

Les équation» d'équilibre de la molécule m seront 

(2) X=zo, îT=o, 2bz=o, 

et Von aura 

(3) X = S[mx/{r)l ?r= S[my/(r)], % == S[/nz/(r)], 

les sommes qu^ndique la lettre S s'étendant aux diverses molécules /w, 
distinctes de la molécule m, et comprises dans la sphère d'activité sen- 
sible de m>De plus, en vertu des formules générales établies dans le 
III* Volume des Exercices de Mathématiques y si le système de molécules 
est homogèncr c'est-à-dire si les diverses molécules, offrant des masses 
égales, se trouvent distribuées à trfe» peu près de la même manière 
autour de l'une quelconque d'entre elles, on aura encore sensible- 
ment 



Va) 



(ô=^S[/nyz/(r)J, C = ^S[mzx/(r)], ^ = ^S[mxy /(/•)]. 



Supposons maintenant que le système de molécules vienne a se 
mouvoir et soîentr au bout du temps t, 

$, Y), X, les déplacements de la molécule m; 

$ H- A?, yj -H A.Y]r ^ H- AJ^ les déplacements correspondants de la molé- 
cule m; 
u la dilatation du volume, mesurée au point (;r, j, z). 
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Enfin soient, à la même époque, 

r + p ce que devient la distance rdes molécules m, m; 

-x- + ^, 3" + 1J, 2> + 3 ce que deviennent les forces accélératrices 5C-, 

-J, i- ; 

et 

-i- -+- Jt, ifi. + H, e -t- tf, (D + jB, £ -t- C ^ + J ce que deviennent les 
pressions x, tit,. S, ce, c, ê. 

On aura, non seulement 

(5) (r + p)»=(x + A?)»-4-(y-f-Aïi)» + (z + A0S 
mais encore 

(6) ,\:. + JE = S[m(x + A5)/(r + p)], ... 

et • 

(7) { - 
® + * = ^T:rTS['«(y + '^»))(z + AÇ)/(r4-p)], .... 

De plus, eu égard aux formules (2), les équations du mouvement de la 
molécule m seront 

(8) D?Ç = Jt, ï)în = V, D?Ç = 3. 

Si le mouvement que l'on considère est infiniment petit, l'équa- 
tion (5), jointe à la formule (i), donnera 

(9) p^xAg^yAio-^zA;^ 
et l'on aura, de plus, 

(10) U = Da:J-i-Dj.Y) + D.Ç. 
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Alors on tirera des formules (6), (7), jointes aux équations (3), (4), 

(I,) i^ = S[m/(r)A?] + s[m/^xp], ..., 



(12) 



« = ^|S[/n/(r)(zAT,+yAÇ)]-hS[m/'(r)yzp]j-J(©u, 



Dans les formules qui précèdent, la lettre caractéristique A indique 
l'accroissement que prend une fonction des variables indépendantes 
^»y» ^f quand on attribue à ces variables indépendantes les accroisse- 
ments 

Ad: =1 X, A/ = y, A5 := z. 

Cela posé, en désignant par » une fonction quelconque de a?, j, 5, on 
aura 



(i3) 



A« = (e^'^-^y'^y-*-»^»— 1)8. 



Si, le système donné étant homogène, le mouvement infiniment 
petit propagé dans ce système se réduit à un mouvement simple dont 
le symbole caractéristique soit 

Uy {?y w désignant des coefficients réels; alors, en prenant pour a une 
fonction linéaire quelconque des déplacements linéaires Ç, yj, X, et de 
leurs dérivées, on trouvera 

(i4) A«=:(e«»+y«'+'»^— 1)8, 

et, en posant, pour abréger, 

(i5) t = xM -hyP4- zfv, 

on aura 

(16) A8 = (e'— 1)8, 
par conséquent 

(17) A=:e'— I. 
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Cela posé, les formules (9), (10) donneront 

(.8) p=-J±l^^e^_,>,^ 

(19) u^ttÇ + fTj+HcÇ; 

et, comme on aura encore 

x = D„i, y = D,t, z = D„,t, 
on tirera des formules (i i), (12), jointes aux équations (17) et (18), 

(20) JE=(G-l)$ + D.(ÇD„ + t}D,-i-?;D„)(H-K) 



(a>) 



,^=\ [25D„(G - 3) -h D« ($D„-i- nD,+ CD.,) (H - 3C)] - ^ Xj, 
' » = ^[(r)D^+ÇD„)(G— 'J)+D,D„(ÇD«+ïiD»+ÇD„,)(H-3C)- ^ (Ov, 



Gf Hy ly K, é)y cK ' 



les valeurs de 
étant 

(22) G = S[m/{r)e% H = S fm ^^ e'^ , 

(23) I=S[m/(r)], K=s[m^^^], 

(24) ^3=S[m/(r)0, ^ = s[m:^^J. 
Ajoutons que l'on tirera des formules (4) 



(25) 



JU = -D,ÎL, ift>=-D*L, G=-DiL, 

2 2 2 

2 2 2 



la valeur de L étant 

(26) L = s[m/(r)^]. 
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En comparant la formule (i3) à la formule (i4)» on arrive immé- 
diatement à la conclusion suivante : 

Pour obtenir les valeurs générales des forces accélératrices 

^, «, 3 

et des pressions 

:3l, B, €, ®, €, i 

qui correspondent à un mouvement infiniment petit quelconque d'un sys- 
tème homogène de points matériels^ il suffit de calculer les v^aleurs parti- 
culières de ces quantités qui correspondent au mouvement simple dont le 
symbole caractéristique est 

Uy p, w désignant des quantités réelles, puis de remplacer dans ces valeurs 
particulières les coefficients 

pflr les lettres caractéristiques 

D*, Dr» I>„ 

qui devront s'appliquer aux déplacements ?, yj, Ç, considérés comme 
fonctions de a?, j, s. 

§ II. — Réduction des formules dans te cas où te système donné 

devient isotrope. 

Lorsque le système de points matériels donné devient isotrope, les 
fonctions de m, v, w, que représentent les lettres 

G, H 

et que déterminent, dans le § I, les équations (22) jointes à la for- 
mule (i5), se réduisent à des fonctions de la quantité 

(l) Ar« =r M« -h i'» 4- iV*, 

et même, en vertu de la formule 

I 2 2.3 

. OEut^esdeC. — S.\yi.\l\. 33 
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à des fonctions entières de k^ composées chacune d'un nombre infini 

de termes. II y a plus : si, dans les formules (22), (sS), (24)f (26) 

du § I, on pose 

tr= Xrcosâ 

'OU, ce qui revient au.même, 

^ t MX -f- ry -+-tvz 

COSO=:-T-r^ -r j 

kr kr 

S représentera Tangle compris entre le rayon vecteur r et la droite qui 
forme avec les demi-axes des coordonnées positives les angles dont les 
cosinus sont 

V V T 

et, en vertu d'un théorème énoncé ailleurs {voir le I" Volume des 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique , p. 25) (*), pour 
obtenir les valeurs générales de G, H, I, K, .1, DC, L, il suffira de rem- 
placer, dans les formules dont il s'agit, les quantités 

c* et t*, 

n étant l'un quelconque des nombres entiers o, i, 2, 3, par les deux 
intégrales 



I / 



En conséquence, on trouvera 

(3) I =%[mf{r)\ K=^S[mr /'(/•)], 

(4) 5z=o, DC = o, 

(5) L.= ^8[mrV(0]. 

(») Œuvres de Cauchy, S. II, T. XI. 
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Cela posé, on aura, en vertu des équations (aS) du § I, 

l ciU ~ ift) = 8 =: >L, 

et les équations (20), (21) du même paragraphe donneront 

(7) J^=:M$-+-Nl/U, 

(S) { 

la valeur de u étant toujours 

(9) u = M$4- i^tj -i-w'Ç, 

et les valeurs de M, N étant 

IM = G-I+iD*(H-K), 
A 
n = 1d.(1d*h). 

D'autre part, comme, en désignant par ^(r) une fonction quelconque 
de r, on a généralement 

on tirera des formules (10), jointes aux équations (2) et (3), 

(N = is[».r./V)D,(iD,:ï=l^')]. 

Pour déduire des formules (7) et (8) les valeurs générales de 
1^, *, 3, a, », C, H, €, 1 

qui correspondent k un mouvement infiniment petit d'un système 
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homogène et isotrope, il suffira de poser dans ces formules, jointes 
aux équations (i), (2), (3), (5) et (9), 

u — D^, (' = Dy, w = D^, 

en supposant les lettres caractéristiques D^^, D^, D, appliquées aux 
déplacements moléculaires Ç, yj, C. Si Ton pose en outre 

5 = D„ 

les équations du mouvement de la molécule m, c'est-à-dire les équa- 
tions (8) du § I, deviendront 

I (M-5«)^ -+-Nau =0, 

(12) I (M-5«)T)-i-Ni'U =0, 

( (M-5»)Ç +N«'u = o. 

Si Ton élimine $, y], X, entre les équations (12), jointes à la for- 
mule (9), on obtiendra l'équation caractéristique 

(i3) (5«-M)(5«-M~N)t«)=io, 

qui se décompose en deux autres, savoir : 

(i4) 5«— M = o 

et 

(i5) 5»-M-NA-* = o. 

Si le mouvement du système de points matériels se réduit à un mou- 
vement simple dont le symbole caractéristique soit 

les coefficients 

5 et A:* = a' -h (^* -h MP* 

se trouveront nécessairement liés entre eux par l'une des formules ( i4)f 
(i5), non seulement dans le cas où les coefficients u, v^ w^ s conserve- 
ront des valeurs réelles, mais aussi lorsque ces coefficients deviendront 
imaginaires. 
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Dans ce paragraphe et dans le précédent, nous nous sommes borné 
à considérer un seul système de points matériels; mais il est facile 
d'étendre les formules que nous avons obtenues au cas où Ton consi- 
dère deux semblables systèmes superposés l'un à l'autre, c'est-à-dire 
renfermés dans le même espace. C'est, au reste, ce que nous explique- 
rons plus en détail dans un autre article. 



202. 

Anmyse mathématique. — Sur remploi des coordonnées curvilignes 
dans l'évaluation des surfaces y des volumes y des masses y etc. 

C. R., T. XVI, p, 4i3 (20 février i843). 

J'ai donné à la Faculté des Sciences, dans mon Cours de Mécanique, 
en décembre 1821, une méthode générale à l'aide de laquelle j'ai 
obtenu, pour un système quelconque de coordonnées curvilignes, des 
formules propres à la détermination des surfaces, des volumes, des 
masses, etc. Ces formules se distinguent des formules du même genre 
données par Lagrange pour l'évaluation des surfaces et des volumes 
dans la Théorie des fonctions analytiqueSy en ce que les formules do 
Lagrange se déduisent de celles qui supposent les coordonnées rec- 
tangulaires, par un changement de variables, tandis que mes formules 
se trouvaient établies directement pour des coordonnées curvilignes 
quelconques. Leur démonstration se déduit aisément de la considé- 
ration des quantités que j'ai désignées sous le nom de rapports diffé- 
rentielsy dans mes leçons à l'École Polytechnique, ainsi que dans les 
dernières livraisons de mes Exercices d'Analyse. L'emploi des coor- 
données curvilignes pouvant être utile, non seulement dans la com- 
paraison ou l'évaluation de diverses transcendantes, mais aussi dans 
les questions de Mécanique rationnelle et de Physique mathéma- 
tique, comme l'ont prouvé le Mémoire de M. Yvori, relatif à l'attrac- 
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tion exercée par un ellipsoïde sur un point matériel, et plus récem- 
ment les travaux de M. Lamé, j'ai pensé que mes formules générales, 
qui sont d'ailleurs très simples, pourraient même aujourd'hui n'être 
pas dépourvues d'intérêt pour les géomètres. Tel est le motif qui me 
détermine à les reproduire dans ce Mémoire, avec les théorèmes 
qu'elles fournissent. Je dirai ensuite, en peu de mots, comment on 
peut de ces formules passer à celles que Lagrange a données et à 
d'autres du même genre. 

Analyse. 

§ L — Formules générales pour la détermination des surfaces, 
des volumes, des masses, etc, 

La position d'un point sur une surface plane ou courbe peut être 
déterminée par. le moyen de deux coordonnées x,y, rectangulaires ou 
obliques, rectilignes ou curvilignes; et une ligne quelconque tracée 
sur cette surface peut être représentée par une équation qui renferme 
les deux variables x, j, ou au moins l'une d'entre elles. 

Pareillement, la position d'un point dans l'espace se trouve complè- 
tement déterminée par le moyen de trois coordonnées x, j, 5, rectan- 
gulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, et une surface quel- 
conque peut être représentée par une équation qui renferme les trois 
variables or, j, z, ou deux de ces variables, ou au moins l'une d'entre 
elles. 

Lorsque les coordonnées, étant au nombre de deux, se rapportent 
aux divers points situés sur une même surface, les lignes coordonnées 
des X et y sont celles qui se trouvent représentées par les deux équa- 
tions 

acz^zo et y=:o. 

L'origine des coordonnées est le point d'intersection de ces deux lignes, 
ou, en d'autres termes, le point dont les coordonnées se réduisent k 
zéro. 

Lorsque les coordonnées sont au nombre de trois, les surfaces coor- 
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données des j, 5, des 5, x et des a?, y sont celles qui se trouvent repré- 
sentées par les trois équations 

x-=zOy y^=Oy 5 = 0. 

Les lignes coordonnées des a?, des j et des z sont les trois lignes sui- 
vant lesquelles se coupent les surfaces coordonnées. Vorigine est le 
point commun aux trois surfaces et aux trois lignes coordonnées, ou, 
en d'autres termes, le point dont les trois coordonnées se réduisent à 
zéro. 

Cela posé, les propositions générales que nous avons établies dans 
les leçons donnéçs à la Faculté des Sciences, en décembre 1821, se 
réduisent aux suivantes : 

Théorème \. — La position d'un point y sur une sur/ace plane ou courbe, 
étant déterminée par le moyen de deux coordonnées rectiUgnes ou curvi- 
lignes Xf y, cherchons taire comprise sur cette surface entre les' quatre 
lignes droites ou courbes représentées par les quatre équations 

ce — — M^o, ce — A., 

dans lesquelles a^o, X, j^o, Y désignent des valeurs particulières des 

variables a?, y ; et soit 

f(X,Y) 

la valeur de cette aire y considérée comme fonction de X et de Y. Si l'on 
nomme A ce que déifient l'aire dont il s* agit quand y^^Y se transforment 
en deux fonctions données de la variable a?, alors, en posant, pour 
abréger, 

(I) aiz:D^Dyf(^,/), 

on aura 



(2) \z=i I I udxdy. 



Corollaire L — On peut, dans la recherche de la fonction f(X,Y), 
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attribuer à a^o, r© des valeurs arbitraires, par exemple des valeurs 
nulles. 

Corollaire II. — La position d'un point dans un plan étant déter- 
minée par deux coordonnées rectangulaires a?, j, oa par deux coor- 
données polaires^, r, alors, en ayant égard au corollaire I, on verra 
Taire représentée par f(X,Y) se réduire, dans le premier cas, à un 
rectangle, dans le second cas, à un secteur circulaire, et- l'on trou- 
vera, par suite, dans le premier cas, 

A = / / dxdy\ 
dans le second cas, 

f( J^,7) ^ f(;?, r) r= ■- r*(i — cos/>), u~r sin;?, 
A 1= / / rsindpdr. 

To, R désignent deux fonctions de />, et/?o» P deux quantités constantes. 

Théorème IL —La position d'un point dans l'espace étant déterminée 
par le moyen de trois coordonnées rectilignes ou curvilignes ic, j, 5, 
cherchons le volume compris entre les six surfaces représentées par les 
six équations 



X-X^, 


X ^=\; 


y^yo. 


7 = Y; 


- =5o, 


z=Z, 



dans lesquelles a?o, X; y©» Y; So> Z désignent des valeurs particulières des 

variables x, y, s; et soit 

f(X,Y,Z) 

la valeur de ce volume considéré comme fonction de x, y^ z. Si l'on 
nomme V ce que devient ce même volume quand y^^Y se transforment 
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en deux fonctions données de x^ et s^^ Z en deux fonctions données de 
x^y^ alors, en posant , pour abréger, 

(3) ^ = D^DyD,f(ar,7.s), 

on aura 

(4) \ = fff vdxdydz. 

«^x, *^y. ^s. 

Corollaire L — On peut, dans la recherche de la fonction f(X, Y, Z), 
attribuer à a^o, /o» ^o des valeurs particulières, par exemple, des 
valeurs nulles. 

Corollaire IL — La position d'un point dans l'espace étant déter- 
minée par trois coordonnées rectangulaires ^, j, 5, ou par trois coor- 
données polaires/?, y, r, alors, en ayant égard au corollaire I, on verra 
le volume représenté par f(X, Y, Z) se réduire, dans le premier cas, à 
un parallélépipède rectangle; dans le second cas, à un secteur sphé- 
rique; et l'on trouvera, par suite, dans le premier cas, 

fC-^, 7, -) = ^7-, <' = ', 
^=fff dxdydz; 

^x^ ^y. *Jz^ 

dans le second cas, 

^ = P^ y — qy^ = r, 

^{^y 7» -) = ^^Py 'Z' '') = 3 '''^(' — cos/>), u =z r* siii^, 



V := / / / r^iinpdpdq dr, 

Jp. Jq. ^r. 



/?o, P étant deux quantités constantes, q^, Q deux fonctions de /;, et 
r„, R deux fonctions de p et de q. 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème //, 
si Von nomme M la masse d'un corps comprise sous le volume V, alors, en 

OFMvrea de C. — S. I, t. VU. 34 
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désignant par p la densité du corps au point x^ y^ z, on obtiendra, au 
lieu de la formule {f\\ la suivante : 

(5) M=:r f f pi>dxdfdz, 

*^-ro *^yt -^50 

Corollaire. — En faisant usage, par exemple, de coordonnées rec- 
tangulaires ou polaires, on verra l'équation (5) se réduire à l'une des 
formules connues 



M — / / I pdxdy dZf 

•^^0 ^v, ^z, 

/ / pr^s'inpdpdqdr. 



La manière la plus simple d'établir les théorèmes qui précèdent est 
de recourir h l'emploi des rapports différentiels, dont nous allons rap- 
peler la définition en peu de mots. 

Comme nous l'avons expliqué dans la 19* livraison des Exercices 
d'Analyse (*), nous appellerons grandeurs ou quantités coexistantes 
deux quantités qui existent ensemble et varient simultanément, de 
telle sorte que les éléments de l'une varient et s'évanouissent en même 
temps que les éléments de l'autre. Tels sont, par exemple, le rayon 
d'un cercle et sa surface, le rayon d'une sphère et son volume, la hau- 
teur d'un triangle et sa surface, le volume d'un corps et la masse ou le 
poids de ce corps. 

Des grandeurs ou quantités coexistantes peuvent varier simultané- 
ment dans un ou plusieurs sens divers. Par exemple, la masse d'un 
parallélépipède peut varier avec le volume de ce solide dans un, deux 
ou trois sens, correspondants k ses trois dimensions. 

Cela posé, soient 

A et H 

deux grandeurs ou quantités coexistantes qui varient simultanément 
dans un ou plusieurs sens divers. Concevons que la grandeur B soit 

( ' ) OEuvres de Cauchy, S. (ï, T. XII. 
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décomposée en éléments 

dont les valeurs numériques soient très petites, et nommons 

les éléments correspondants de la grandeur A. Supposons d'ailleurs 
que, l'un quelconque des éléments de la grandeur B étant représenté 
par 6, et l'élément correspondant de la grandeur A par a, la valeur 
numérique de l'élément b vienne à décroître indéfiniment dans un ou 
plusieurs sens. L'élément a s'approchera lui-même indéfiniment de 
zéro; mais on ne pourra en dire autant du rapport 

a 

V 

qui convergera en général vers une limite finie différente de zéro. 
Cette limite est ce que nous appelons le rapport différentiel {^) de la 
grandeur A à la grandeur B. Ce rapport différentiel est du premier 
ordre, ou du second, ou du troisième, etc., suivant que pour l'obtenir 
on fait décroître l'élément b dans un, ou deux, ou trois, . . . sens dif- 
férents. 

Ces définitions étant admises, on établira sans peine, avec les théo- 
rèmes I, 11, III, ceux que nous allons énoncer. 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /. 
nommons K une grandeur qui varie et s'évanouisse avec la surface A. Si 
te rapport différentiel de la grandeur K à l'aire A est représenté par p, on 
aura 

X Y 

(6) K= f f pudxdy. 

{*) Le rapport différentiel do deux grandeurs reçoit souvent divers noms particuliers 
relatifs à la nature môme de ces grandeurs. Ainsi, par exemple, la densité d'un corps en 
un point donné n'est autre chose que le rapport différentiel entre la masse et le volume de 
ce corps; la vitesse d'un point mobile est le rapport différentiel de l'espace parcouru au 
temps; la pression hydrostatique supportée par une surface en un point donné est le 
rapport différentiel de la pression totale à Taire de cette même surface, etc. 
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Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IL 
nommons K une grandeur qui varie et s'évanouisse avec le volume V. Si le 
rapport différentiel de la grandeur K au volume V est représenté par p, on 
aura 

\ Y Z 

(7) *^=r f f P^d^dydz. 

^r. Jy. *^z. 

• 

11 est bon d'observer ici qu'étant données : i° une surface ou un 
volume quelconque; 2® une grandeur K correspondante à cette surface 
ou à ce volume, on peut toujours décomposer ces deux quantités en 
parties correspondantes dont chacune puisse être déterminée, soit à 
l'aide des formules (2) et (6), soit à l'aide des formules (4) et (7). 

§ II. — Remarques sur tes formules obtenues dans le paragraphe premier. 

Si l'on veut passer des formules obtenues dans le paragraphe pre- 
mier à celles que Lagrange a données dans sa Théorie des fonctions 
analytiques, et aux formules analogues établies de la même manière, 
il suffira de recourir à deux théorèmes connus de Géométrie analytique, 
dont voici l'énoncé : 

Théorème I. — Tous les points d'un plan étant rapportés à deux a^es 
rectangulaires des x^ y, si Von construit un parallélogramme qui ait pour 
côtés les rayons vecteurs menés de V origine à deux points donnés (o^o, Jo) 
et (j?,, j^i), l'aire du parallélogramme aura pour mesure la valeur nu- 
mérique de la résultante 

-Po Ji — -^i/o == s (±: OTo/, ). 

Théorème II. — Les divers points de l'espace étant rapportés à trois 
axes rectangulaires des x^ y^ z, si l'on construit un parallélépipède qui 
ait pour côtés les rayons v>ecteurs menés de l'origine à trois points donnés 
(•^0» Jo» ^o)> (^M Ju ^i) ^^ (^2» Ja» -2)» '^ valeur de ce parallélépipède 
aura pour mesure la valeur numérique de la résultante 
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Supposons maintenatit que, les lettres 

représentant toujours des coordonnées rectangulaires, on désigne par 

des coordonnées polaires ou des coordonnées curvilignes quelconques ; 
alors, en vertu de l'équation (7) du paragraphe précédent, on aura, 
non seulement 

•»X y%^ /»Z 

K = / / / pdxdydzy 

*^r^ *^v« ^z,. 



(0 

mais encore 



'jf« *'ro "«• 



^P ^Q ^R 

(2) K= p^^dpdgdr, 

•^n. ^a. *^r- 



Pof P étant deux quantités constantes, y©» Q deux fonctions de/?; r^, R 
deux fonctions de/?, g, et p le rapport différentiel de la grandeur K au 
volume V. Quant à la fonction s^, elle sera déterminée par la formule 

pourvu que f(P, Q, R) désigne le volume renfermé entre les surfaces 
représentées par des équations de la forme 

P=Poy g — Çof r~rQ, 
/>=zP, ^ = Q, r=^R, 

dans le cas où les quantités P, Q, R deviennent indépendantes les unes 
des autres etde/?o, <7o» ^o- D'autre part, si l'on nomme t? le volume 
f(/>, y, r), et si l'on attribue aux coordonnées />, y, r de très petits 
accroissements A/?, Ay, Ar, l'accroissement correspondant du volume t? 

pourra être représenté par 

ApA^A,\^ 

et l'on aura sensiblement 

AnA«Ar'C> 
A/>A7Ar 
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D'ailleurs, il est facile de s'assurer que le très petit volume 

sera le produit qu'on obtiendra en multipliant, par un facteur très peu 
différent de l'unité, le volume du parallélépipède qui aura pour arêtes 
les trois droites menées du point (x, y, z) aux trois points 

(x -\- IpX, y -4- A^/, z -Y- ^pz), 
{x -h A^j;, y 4- A^/, z -h A^5), 

(J?H-A;.J:, y-f- A;./, 3-hAr5). 

Donc, en vertu du second théorème, on aura 

ApA, A,t^ ==(!+£) S(±: ApOî A^7 A,5), 

£ désignant une quantité dont la valeur numérique décroîtra indéfini- 
ment avec Ap, Ay, Ar. Cela posé, la valeur de v deviendra 



'-)K*^^v^> 



Si maintenant on réduit Ap, Ay, Ara zéro, l'équation que nous venons 
de trouver donnera 

(3) i'^±:S(±:DpxD^7D,5). 

Telle est la valeur de s^ qui devra être substituée dans la formule (2) et 
que l'on peut d'ailleurs obtenir en appliquant à l'équation (1) la mé- 
thode donnée par Lagrange (^) pour un changement de variables dans 
une' intégrale double. 

Si, en considérant des points situés, non plus dans l'espace, mais 
dans un plan, on désignait par Xy y des coordonnées rectangulaires, et 
par /?, r des coordonnées polaires ou curvilignes quelconques, alors, 

(1 ) On peut voir, sur l'application de cette méthode aux intégrales multiples de divers 
ordres, d'une part les formules que j'ai obtenues dans le XIX* Cahier du Journal de l'É- 
cole Polytechnique (<»), et d'autre part un Mémoire publié récemment dans le Journal de 
C relie, par M. Jacobi. 

(•1 dEuvres de Cauchy, S. II, T. I. 
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en vertu de la formule (6) du paragraphe précédent, on aurait, non 
seulement 

(4) ^=ff P^^^^' 
mais encore 

(5) K~ f f pudpdr, 

/?o, P étant deux quantités constantes, To, R deux fonctions de p, et p le 
rapport différentiel de la grandeur K à la surface A. Alors aussi, par 
des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on déduirait du 
théorème f la formule 

(6) ./ =:=h S(± D^^D,y) ^± (D^:rl),j - l);,/!),^:). 

Nous remarquerons en finissant que, dans les formules (3) et (G), 
le double signe doit être déterminé de manière que la valeur de u ou 
de p reste positive. 



203. 

Calcul intégral. — Mémoire sur la théorie des intégrales dé/inies singu- 
lières appliquée généralement à la détermination des intégrales définies, 
et en particulier à l'évaluation des intégrales eulériennes. 

C, R., T. XVI, p. 4^2 {2o février i843). 

La théorie des intégrales singulières, qui dès Tannée i8i4 s*est 
trouvée, grâce au rapport de MM. Lacroix et Legendre, accueillie si 
favorablement de l'Académie, m'a fourni, comme l'on sait, les moyens, 
non seulement d'expliquer le singulier paradoxe que semblaient pré- 
senter des intégrales doubles dont la valeur variait avec l'ordre des 
intégrations et de mesurer l'étendue de cette variation, mais encore 
de construire des formules générales relatives à la transformation ou 
même à la détermination des intégrales définies et de distinguer les 
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intégrales dont la valeur est finie d'avec celles dont les valeurs 
deviennent infinies ou indéterminées. Ces diverses applications de la 
théorie des intégrales singulières se trouvent déjà exposées et déve- 
loppées, d'une part dans le Tome I des Mémoires des Savants étran- 
gers (^), de l'autre dans mes Exercices de Mathématiques (^) et dans 
les leçons données à l'École Polytechnique sur le Calcul infinité- 
simal ('). 

Il arrive souvent que, dans une intégrale simple, la fonction sous le 
signe Tse compose de divers termes dont plusieurs deviennent in- 
finis pour une valeur de la variable comprise entre les limites des inté- 
grations, ou représentée par l'une de ces limites. Alors il importe de 
savoir, non seulement si l'intégrale est finie, ou infinie, ou indéter- 
minée, mais en outre, lorsqu'elle reste finie, quelle est précisément sa 
valeur. La théorie des intégrales singulières, qui sert à résoudre géné- 
ralement le premier problème, conduit souvent encore à la solution 
exacte ou approchée du second. Ainsi en particulier cette théorie, 
combinée avec le calcul des résidus, fournit, sous une forme très 
simple, la valeur générale d'une intégrale prise entre les limites o 
ot X), lorsque la fonction sous le signe j est une somme d'exponen- 
tielles multipliées chacune par un polynôme dont les divers termes 
sont proportionnels à des puissances entières positives ou même né- 
gatives de la variable x. 

La théorie des intégrales singulières peut encore être employée 
avec avantage dans l'évaluation des intégrales qui représentent des 
fonctions de très grands nombres. Elle permet de séparer, dans ces 
dernières, la partie qui reste finie ou qui devient même infinie avec 
ces nombres, de celle qui décroît indéfiniment avec eux. Cette sépara- 
tion devient surtout facile quand, les limites de l'intégrale étant zéro 
et l'infini, la fonction sous le signe j se compose de deux termes, 
dont l'un est indépendant d'un très grand nombre donné, tandis que 

(>) Œuvres de Cauchy, S. I, T. L 
(») Ibid., S. II, T. VI à IX. 
(») /^»w;., S. II, T. IV. 
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l'autre a pour facteur une exponentielle dont l'exposant est propor- 
tionnel à ce même nombre. 

L'observation que nous venons de faire s'applique particulièrement 
a deux intégrales dignes de remarque. La première est celle qui repré- 
sente la somme des puissances négatives semblables des divers termes 
d'une progression arithmétique dans laquelle le nombre des termes 
devient très considérable. La seconde est le logarithme d'une des inté- 
grales eulériennes, savoir, de colle que M. Legendre a désignée par la 
lettre T. En appliquant les principes ci-dessus énoncés à la première, 
on la décompose en deux parties, dont l'une, qui décroit indéfiniment 
avec le nombre des termes de la progression arithmétique, peut être 
développée en série convergente, tandis que l'autre partie peut être 
présentée sous une forme finie et débarrassée du signe d'intégration, 
pourvu que l'on introduise dans le calcul une certaine constante ana- 
logue à celle dont Euler s'est servi pour la sommation approximative 
de la série harmonique. 

Quant à l'intégrale définie qui représente le logarithme de la fonc- 
tion r(/i), elle se décompose immédiatement, d'après les principes ci- 
dessus énoncés, en deux parties, dont l'une croît indéfiniment avec lo 
nombre n et peut être complètement débarrassée du signe d'intégra- 
tion, tandis que l'autre peut être développée de plusieurs manières en 
série convergente. Cette décomposition est précisément celle à laquelle 
M. Binet est parvenu par d'autres considérations dans son Mémoire sur 
les intégrales eulériennes, et constitue, à mon avis, l'un des beaux 
résultats obtenus par l'auteur dans cet important Mémoire. A la vérité, 
M. Gauss avait, en 1812, exprimé par une intégrale définie la différen- 
tielle du logarithme de r(/i), et l'on pouvait aisément, par l'intégra- 
tion, remonter de cette différentielle au logarithme lui-même. A la 
vérité encore, en retranchant de ce logarithme la partie qui croit indé- 
finiment, telle qu'on la déduit de la formule donnée par Laplace pour 
la détermination approximative de T(n), on devait tenir pour certain 
que la différence décroîtrait indéfiniment avec le nombre n. Mais, en 
supposant même que ces rapprochements se fussent présentés à l'es- 

OEuvres de C. — S. I, t. VII. 35 
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prit des géomètres, ils n'auraient pas encore fourni le moyen de déve- 
lopper en série convergente et d'évaluer par suite, avec une exactitude 
aussi grande qu'on le voudrait, la différence entre deux termes très 
considérables, dont un seul était représenté par une intégrale définie. 
Avant que l'on pût obtenir un tel développement, il était d'abord né- 
cessaire de représenter la différence dont il s'agit par une seule inté- 
grale qui se prêtât facilement à l'intégration par série. C'est en cela 
que consistait, ce me semble, la principale difficulté qui s'opposait à 
ce que l'on pût évaluer avec une exactitude indéfinie, et aussi consi- 
dérable qu'on le voudrait, les fonctions de très grands nombres, et en 
particulier la fonction T{n). Cette difficulté, que n'avaient pas fait dis- 
paraître les Mémoires de Laplace, de Gauss, de Legendre et de Pois- 
son, est, comme nous l'avons dit, résolue dans le Mémoire de M. Binet. 
Les amis de la science ne verront peut-être pas sans intérêt que l'ana- 
lyse très délicate et très ingénieuse dont ce géomètre a fait usage peut 
être remplacée par quelques formules déduites de la théorie des inté- 
grales singulières, et qu'on peut tirer immédiatement de cette théorie 
la plupart des équations en termes finis auxquelles M. Binet est par- 
venu. 

Lorsqu'une fois on a décomposé le logarithme de r(/i), ou même 
une fonction quelconque de /i, en deux parties, dont l'une croît indé- 
finiment avec /i, tandis que l'autre est représentée par une seule inté- 
grale définie, alors, pour obtenir le développement de cette intégrale 
en série, il suffit de développer la fonction sous le signe / en une 
autre série dont chaque terme soit facilement intégrable. Le dévelop- 
pement de l'intégrale se réduit à une seule série convergente, lorsque 
le développement de la fonction sous le signe f ne cesse jamais d'être 
convergent entre les limites des intégrations. Telle est effectivement 
la condition à laquelle M. Binet s'est astreint dans son Mémoire. Tou- 
tefois il n'est pas absolument nécessaire que cette condition soit rem- 
plie. Si, pour fixer les idées, on représente, comme je le fais dans ce 
Mémoire, la partie décroissante du logarithme der(/i) par une inté- 
grale prise entre les limites zéro' et infini, on peut, avec quelque avan- 
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tage, dans le cas où n est très considérable, décomposer cette intégrale 
en deux autres, prises, la première entre les limites o, i, la seconde 
entre les limites i, oo, puis développer la première intégrale par la mé- 
thode de Stirling en une série dont les divers termes ont pour facteurs 
les nombres de BernouUi, et la seconde par la méthode de M. Binet en 
une autre série dont les divers termes ont pour facteurs les nombres 
que lui-même a introduits dans l'expression du logarithme de r(n). 
Nous ferons remarquer, en finissant, que les principes exposés dans 
ce Mémoire fournissent les moyens de trouver a priori et d'établir, par 
une marche uniforme, non seulement les diverses propriétés de la 
fonction T{n) déjà connues des géomètres et représentées par des 
équations en termes finis, mais encore des propriétés nouvelles repré- 
sentées par des équations qui renferment des séries de termes dont le 
nombre est infini. 

Analyse. 

Parmi les propositions auxquelles nous avons été conduit par la 
théorie des intégrales définies singulières, on doit particulièrement 
. remarquer la suivante : 

Théorème I. — Soient x^ y deux variables réelles y z = x -^yyJ—\ une 
variable imaginaire, et /(s) une /onction de z tellement choisie que Ir 
résidu 

pris entre les limites 

Oj^re une valeur ^nie et détemiinée. On aura généralement 

\ Y 



(!) 
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les deux intégrales relatives à x et à y devant être réduites, lorsqu elles 
deviennent indéterminées, à leurs i^aleurs principales. 

De ce premier théorème on déduit immédiatement le suivant : 



Théorème II. — Soient x, y deux variables réelles, z=^ x -\-yyJ— \ 
une variable imaginaire, et f{z) une fonction telle que le résidu 

a» • 

offre une valeur finie et déterminée. Si d'ailleurs le produit 

z/{z) ou (^-^-y/^V(•^-^-J'/^ 

s'évanouit : i^ pourx = ±00, quel que soit y; 2^ pour y = oo, quel que 
soit Xf on aura 



(^0 






r intégrale devant être réduite, lorsqu'elle devient indéterminée, à sa valeur 
principale. 

^Corollaire I. ~ L*équation (2) peut encore être présentée sous la 
forme 



(3) 






Corollaire II. — L'équation (2) ou (3) fournit les valeurs d'une mul- 
titude d'intégrales définies, dont quelques-unes étaient déjà connues. 
Si l'on pose, en particulier, dans l'équation (2) ou (3), 

on trouvera 
et, par suite, 
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La théorie des intégrales définies singulières fournit encore les con- 
ditions qui doivent être remplies pour qu'une intégrale, dans laquelle 
la fonction sous le signe f s'évanouit entre les limites de l'intégra- 
tion, conserve une valeur unique et finie; c'est ce que l'on peut voir 
dans le Résumé des Leçons données à V École Polytechnique sur le Calcul 
in/initésimal (XXV^ Leçon) (*). Ainsi, en particulier, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

Théorème III. — Soit /(x) une fonction de x qui conserve une xmleur 
unique et finie pour chaque valeur positive de a?, et devienne infinie quand 
X s évanouit. Pour que la valeur de l'intégrale 



(6) rn^)dx 

t/o 



soit finie et déterminée, il sera nécessaire et il suffira que les intégrales 
singulières 



(7) f /{^)dx, 

«/£V 

(8) J f{x)dx 



t 



S* évanouissent par des valeurs infiniment petites de £, quelle que soit d'ail- 
leurs la valeur finie ou infiniment petite attribuée au coefficient (jl ou v. 

Corollaire, — Si l'on suppose, en particulier, 

(9) /(ar)=iPe-«'-hQe-*'-hRe-'^*-f-..., 

P, Q, R, . . . désignant des polynômes dont chaque terme soit propor- 
tionnel k une puissance entière, positive ou négative de x^ on déduira 
sans peine du théorème précédent la seule condition qui devra être 
remplie pour que l'intégrale (6) conserve une valeur finie. Cette seule 

(1) OEuvres de Cauc/tj, S. U, T. IV. 
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condition sera que la fonction 

se réduise à une constante finie pour x = o. 

Observons enfin que Ton arrive à des résultats dignes de remarque 
quand on transforme des intégrales singulières, dont les valeurs ap- 
proximativement peuvent être facilement déterminées, en d'autres in- 
tégrales. Pour donner un exemple de cette transformation, supposons 
que la fonction /(x) devienne infinie pour x = o, mais que le pro- 
duit 

se réduise alors à une constante finie f. Supposons d'ailleurs que le 
même produit s'évanouisse pour a? = oo, et que la fonction /(x) ne 
devienne jamais infinie pour des valeurs finies de x. Si l'on désigne 
par £ un nombre infiniment petit, et par pi, v deux coefficients finis et 
positifs, on aura sensiblement 

(10) f''f{x)dx = n{^y 

D'ailleurs l'intégrale singulière que détermine l'équation (lo) pourra 
être considérée comme la différence de deux autres intégrales. On 
aura, en efl'et, 

f f{x)dx= r f{x)dx- r f{x)dx. 

^v* »^ev «^eji 

On aura donc encore, pour de très petites valeurs de £, 

(11) f f{œ)dx^J^ f{x)dx = l\{^y 

D'autre part, soient ç(^), x(^) ^^^^ fonctions de z qui deviennent 
nulles et infinies en même temps que la variable s, en conservant des 
valeurs finies pour toutes les valeurs finies et positives de :;. Si les 
fonctions dérivées 9^(5) et 7/(5) se réduisent, pour 5 = o, k des quan- 
tités finies 

F = ?'(o), v = x'(o), 
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on aura sensiblement 

et par suite les formules 

combinées ay^c l'équation (ii), donneront sensiblement 
puis on en conclura en toute rigueur, en posant e = o, 

(12) jr*ix'(5)/[x(^)]-?'(^)/[?(^)]!^--="[|j|^]- 

Si Ton prend, en particulier, 



f(x)=_, 



la formule (12) deviendra 

Jo Lx(^) ?(-) J Lx(o)J 

L'équation (i3) comprend plusieurs formules déjà connues. Ainsi, par 
exemple, on trouvera : i® en supposant x{z) = 5, ©(5) == l(i -+- :;), 

2" en désignant par a, b deux quantités positives, et supposant 



(.5) 



!X"'-=^^'*='(i> 
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« 

A l'aide d'intégrations par parties, jointes à la formule (i4)t on peut 
calculer la valeur de l'intégrale 



J'/(x)dx 



lorsque, cette valeur étant finie, la fonction /(ce) est déterminée par 
l'équation (9). Supposons, pour fixer les idées, que, dans les poly- 
nômes 

P, 0, R, ..., 

les parties qui renferment des puissances négatives de x soient repré- 
sentées par 

9, ^. c^R, ...; 

et, après avoir décomposé la somme (9) en diverses parties, dont cha- 
cune se forme de tous les termes proportionnels à une même puis- 
sance négative, nommons 

—, — -, — . , 

ces diverses parties. Enfin posons 

9(.r) = ïe-«*4- ^e-*'-h c^le-'-'H-. . .r=r - -h -, 4- ^ -h. . .; 
on aura, non seulement 
(16) f f{x)dx=f [(P~(P)e-«'+(Q-:j)e-^-»-f-...]^x4- r"9(^)t/.r, 

mais encore 
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Ajoutons que la première des intégrales comprises dans le second 
membre de l'équation (i6) pourra être aisément déterminée k l'aide 
de la formule 



{i8) f œ"'e'-'^dx=: 



î.2.3. . .m 



qui subsiste quel que soit le nombre entier m. 
Si, dans la formule (17)» on pose, par exemple, 

cette formule donnera 

Soient maintenant n un nombre très considérable et 

(19) t{n)=f R(PH-Qe--»*)é/a? 

une fonction déterminée de n, représentée par une intégrale définie, 
dans laquelle le facteur R conserve une valeur finie pour a? = o, P, Q 
étant d'ailleurs deux fonctions de x développables suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de x. Si, en nommant ^la partie de la 
fonction Q qui renferme des puissances négatives de x, on pose 

(20) ¥{n)=:f R(P -+-^e-»*)fl^a7, 

(21) ' CT(/i)= r R(Q-^)e-»*é/a:, 

on aura 

(22) î{n) = F{n)-hfs{n); 

et la fonction ^(/z), qui s'évanouira pour /i = 00, deviendra infiniment 
petite pour des valeurs infiniment grandes de n. 

Œuvres deC. — S. I, t. Vil. 36 
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Pour montrer une application de ces dernières formules, supposons 



(23) ^n)^-'-^ 



a" («H-i)^ (a-f-n — 1)« 

a, a désignant deux quantités positives. Si l'on fait, avec M. Legendre, 



on trouvera 



'dx. 



On réduira la formule (24) à 1^ formule (19). en posant 






Alors on trouvera 






et Ton aura, par suite, 

(36) «.(«)= j^ /"--'--"(i -^ ï - r=^x)-'''- 

D'ailleurs, comme on a 

Jo (a-H/i)« 

on en conclut, en intégrant par rapport à /i et à partir de w = i, 
Cela posé, la formule (23) donnera 
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Il est bon d'observer que, dans l'équation (27), ni(i) représente une 
quantité constante, c'est-à-dire indépendante de n^ et analogue à la 
constante qu'Euler a introduite dans la sommation de la série harmo- 
nique. 

Ajoutons que les intégrales représentées par cj(i) et xsiri) pourront 
être développées de plusieurs manières en séries convergentes. On y 
parviendra, par exemple, en développant, dans la fonction sous le 
signe r, le coefficient de l'exponentielle e-(«+«)-^ en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de la quantité variable 



5 = 1- 



Si l'on décomposait chaque intégrale en deux autres, dont la première 
eût pour limites a? = o, a? = i , on pourrait développer, dans la seconde 
intégrale, la fonction sous le signe T, comme on vient de le dire, et, 
dans la première intégrale, le rapport _ _^ suivant les puissances 
ascendantes de x. 

Les principes généraux que nous venons d'exposer fournissent le 
moyen d'établir avec la plus grande facilité, non seulement diverses 
propriétés déjà connues des intégrales eulériennes, et particulière- 
ment de la fonction r(n), mais encore des théorèmes nouveaux rela- 
tifs à ces intégrales, et de développer logr(/i) en série convergente 
lorsque n est un très grand nombre. C'est, au reste, ce que nous expli- 
querons plus en détail dans un autre article. 



204. 

Calcul intégral. — Recherches sur les intégrales des équations linéaires 

aux dérivées partielles. 

C. R., T. XVI, p. 469 (27 février i843). 

Les intégrales des équations linéaires aux dérivées partielles jouis- 
sent de diverses propriétés dignes de remarque et spécialement utiles 
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pour la solution des problèmes de Physique mathématique. Telles 
sont, en particulier, celles que j'établis dans ce Mémoire, et dont je 
vais donner une idée en peu de mots. 

Analyse. 

§ I. — Sur quelques propriétés générales des intégrales gui vérifient 
les équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients constants. 

Comme je l'ai remarqué dans le Mémoire sur l'application du calcul 
des résidus aux questions de Physique mathématique, si l'on désigne 
par u, V deux fonctions données de la variable a?, et par m un nombre 
entier quelconque, on aura 

(i) i'D2*a-w(-D;p)'"i' = Da:eX, 

a; désignant une fonction entière de 

u, D,w, ..., Dr*«, ^, ^xv, ..., DJ?-'^» 

déterminée par la formule 

(a) eX = vW;-' u - D^f^D?-' "-+-.- .qp D^aDi«-* t; ± wD?"* v. 

En conséquence, si l'on nomme F(a?) une fonction entière de x, on 
aura généralement 

(3) i^F(D^)«-i/F(-D^)r=zDa..X., 

cX désignant encore une fonction entière des quantités w, ç> et de plu- 
sieurs de leurs dérivées relatives à a:. Il y a plus : si l'on désigne par 
M, V deux fonctions quelconques des deux variables x^ j, et par m, n 
deux nombres entiers quelconques, alors, en remplaçant dans la for- 
mule (i) : I** u par D^m; 2® m par n, x par j, et v par (— H^Y'v^ on 
tirera successivement de cette formule 

rD?D;a — D;i/(— D;s)"T =. Djî^-, 
D;«(~ D^)'« s^ - e*(— Da:)"M- Dy)»f^ = DyJT 
et, par suite, 

(4) t'D?DJi/-a(-D;,)'»(-Dy)««^=:Dx^4-Dy?r, 
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,x, Vf désignant deux fonctions entières des quantités m et ^ et de plu- 
sieurs de leurs dérivées relatives à a? et à j^; puis on en conclura géné- 
ralement, quelle que soit la fonction entière de a? et de y représentée 
par F(j7,7), 

(5) i> F(Da:, Dy)a — 1/ F(— D,, - D^) i> = D,^ 4- D^.g', 

.X, '5 désignant encore deux fonctions entières des quantités u, s^ et de 
leurs dérivées relatives à a? et ày. Enfin, si Ton représente par m, i^ deux 
fonctions quelconques des variables x, y, z, ... et par Y(a:,y, s, ...) 
une fonction entière quelconque de ces mêmes variables, on trouvera 
généralement 

^f ?T» 3û, . . . désignant encore des fonctions entières des variables w, 

f', (V, ... et de leurs dérivées relatives à a?, j, 5, Ajoutons que, 

si Ton nomme m le degré de la fonction entière de a?, j, s, ... repré- 
sentée par F(a7, j', z, . . .), les fonctions 

^> cT> 3b, ... 

seront composées de termes dans chacun desquels les ordres des déri- 
vées de M et de ç' relatives à a?, j, 5, ... se trouveront représentés par 
des nombres dont la somme sera égale ou inférieure à /w — i. 

On déduit aisément de Téquation (6) (*) diverses propriétés remar- 
quables des intégrales des équations linéaires, par exemple celles que 
fournissent les théorèmes suivants : 

Théorème I. — Nommons TÇx.y^s, ...) une /onction entière des 
variables x^ y^ 5, .... Supposons d'ailleurs qu'une fonction u de ces 
variables ait la double propriété de vérifier généralement l'équation aux 

(*) J'aurais voulu pouvoir comparer les résultats auxquels je parviens ici avec ceux 
que M. Ostrogradsky avait obtenus dans un Mémoire où il avait établi quelques proposi- 
tions générales relatives à l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles. 
Mais, n'ayant qu'un souvenir vague de ce Mémoire, et ne sachant pas s'il a été publié 
quelque part, je me trouve dans l'impossibilité de faire cette comparaison. 
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dérivées partielles 

(7) F(D;r,Dy,D„...)« = o, 

et de s évanouir : i^ quels que soient y y s, ... pour chacune des valeurs 
de X représentées par x^^ X; 2° quels que soient x^ 5, ... pour chacune 
des valeurs de y représentées par y ^^ Y ; 3** quels que soient x^y^ ... pour 

chacune des valeurs particulières de z représentées par s^^ Z, . Enfin, 

nommons v une fonction quelconque des variables x^ y^ z, On aura 

généralement 

(8) f f f ...u¥(—ï):,,-'ï)y, — D., ,..)vdxdydz.,.=o. 

Jx^ «/r. ^s. 

Corollaire. — A la rigueur, pour que l'équation (8) se déduise de la 
formule (7), il suffira que des fonctions représentées par a;, g*, St, . . . • 
dans la formule (6), la première «x reprenne la même valeur pour 
a7 = a7o, et pour x = \\ que la seconde 7 reprenne la même valeur 
pour j=jo» et pour j = Y; que la troisième % reprenne la même 
valeur pour z = z^ et pour 5 = Z, etc. 

Théorème II. — Supposons que YÇx^y^ 2, . . .) représente une/onction 

entière et du degré m des variables x^ y^ z^ Soient déplus m, v deux 

fonctions dex^y^ z^ ... propres à vérifier les équations aux dérivées par- 
tielles 



(9) 


F( D„ Dy, D„. 


..)u = au. 


(10) 


F(-D,.-Dy,-D„. 


..)v=bv. 



a, b étant deux quantités constantes. Si les fonctions désignées par X-^ 
^f%9 ... dans la formule (6) reprennent les mêmes valeurs, la première 
pourx = XQ et pour x = X; la seconde pour y =yQ et pour y = Y; la 
troisième pour z = Sq et pour 5 = Z, . . . , on aura, en vertu des équa- 
tions (9), (10) f jointes à la formule (6), 



(11) (a — b)! 1 1 I ...uvdxdydz 

«^x. *^y. ^'ï. 



:0. 



•»•. ^y. 
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Par suite y on tromera 

Jx. Jy^ ^d. 

excepté dans le ca^ où l'on aurait 

(i3) bz=:a. 

Corollaire L — Les conditions* relatives aux fonctions -X, ?T, 2b, ... 
seront évidemment remplies si ces fonctions s'évanouissent chacune 
pour les deux limites de l'intégration qui se rapporte à ia variable cor- 
respondante œ, ou 7, ou 5, — C'est ce qui arrivera en particulier si, 
d'une part, la fonction u et ses dérivées d'un ordre non supérieur à 
m\ d'autre part, la fonction ^ et ses dérivées d'un ordre non supérieur 
•à m" s'évanouissent : i^ pour chacune des valeurs de x représentées 
par o^o, X; 2^ pour chacune des valeurs de y représentées par y^, Y; 
3^ pour chacune des valeurs de s représentées par z^, Z; etc., m\ m" 
étant d'ailleurs deux nombres entiers, assujettis seulement à vérifier 

la condition 

m' -h m" =^ m — i . 

Corollaire II. — Si F(a?,j, 2, ...) représente une fonction paire 
des variables x.y^ s, . . . , c'est-à-dire si l'on a généralement 

F(— 0?, — /, —X?, ...)=:F(^, j, 5, ...), 

l'équation (10) sera de la même forme que l'équation (9) et se réduira 
simplement à 

(i4) F(D^,D^, D„ ,..)s^ = bç. 

Corollaire III. — Si les variables x,y, z, ... se réduisent à la seule 
variable x, les formules (9), (10) deviendront 

(i5) F{D:c)u = au, 

(16) ¥{-^D:c)s^ = bi>, 
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et l'équation (12) sera réduite à 



/• 

•^x. 



(17) I Uvdx=:0, 

On se trouvera ainsi ramené à la formule (124) du Mémoire sur l'ap- 
plication du calcul des résidus aux questions de Physique mathéma- 
tique (•). 

Corollaire IV. — Si Ton suppose en particulier 

F{x) = x\ 

h, k désignant deux nombres entiers quelconques, on pourra prendre 

u = cosAx, I' = cosAro:, 

a?o =^ o, X = a TT, 

et la formule (17) reproduira Téquation connue 

f cosAa?cosArj7rfj7 = o, 



qui subsistera pour toutes les valeurs entières de A et de A, excepté 

dans le cas où Ton aurait 

h — k. 

L'équation (18) fournit, comme l'on sait, les moyens de développer 
une fonction donnée de x en une série dont les divers termes sont pro- 
portionnels aux cosinus des multiples d'un même arc. On pourra se 
servir de la même manière des formules (17) et (12) pour développer 
une fonction donnée de x ou de a?, j, s, ... en une série de termes 
respectivement proportionnels à diverses valeurs de u qui, étant 
propres a vérifier l'équation (i5) ou (9), correspondraient à diverses 
valeurs de a représentées par les diverses racines d'une même équa- 
tion transcendante. 

(») Œuvres de Cauchy, S. U, T. XV. 
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§ II. — Sur quelques propriétés remarquables des équations homogènes 

et de leurs intégrales. 

Supposons que, F(iF,j, s, ...) désignant une fonction entière et 
homogène des variables x,y^ s, . . . , on pose, pour abréger, 

V=iF(D;„D^,D„ ...); 

l'équation linéaire aux dérivées partielles 

(0 Vm = o 

sera ce que nous appelons une équation homogène. Supposons encore 
que, dans l'intégrale ni de cette équation, l'on remplace les variables 
indépendantes a?, j, 5, . . . par d'autres ;d, q^ r, .. ,^ liées aux premières 
de telle sorte que, si r vient à varier, x, y, s, . . . , considérés comme 
fonctions de/?, y, r, . . ., varient proportionnellement à r. Les équa- 
tions qui subsisteront entre x^ y^ z^ ...^ p^ q^ r^ .. . seront de la 
forme 

(2) x=iar, y — ^r, zz^yr, ..., 

a, 6, y, ... désignant des fonctions qui renfermeront les nouvelles va- 
riables ;d, q, ... distinctes de r; et, lorsqu'on aura effectué le change- 
ment de variables indépendantes, V deviendra une fonction de p, y, 

r, . . . , D^, Dy, D^, ... qui sera entière par rapport à D^, D^, D^ 

D'autre part, si k désigne une quantité constante, on pourra, dans les 
équations (2), remplacer simultanément 

X, yy z, ... par kx, ky, kz, ... 

et 

r par kr, 
» 
sans changer la forme de ces équations, et par conséquent sans changer 

la forme de l'équation par laquelle V sera exprimé en fonction de/?, y, 
r, . . . , Dp, Dy, D;., D'ailleurs, si l'on nomme m le degré de la fonc- 
tion homogène F(ic, j, s, . . .), la substitution de kx^ ky^ kz^ ... h x. 

Œuvres de C. — S. I, t. VII. ^7 
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r, z, . . . transformera D^, D^., D„ . . . en 

-j^ Dx» J^ Dy, ^ Da, 

et, par suite, l'expression 

V = F(D;„Dy,D„ ...) 

en r^- Donc aussi, pour transformer V, considéré comme fonction de 
p, q,r, . . . , D^, D^, D;., . . . en j—y il suffira d'y remplacer r par kr et, 
en conséquence, D;. par jD^. Donc V, considéré comme fonction de D;. 
et de -> sera une fonction homogène du degré /n, et Ton aura 

(3) v=.VoD-+^V,Dr^ + ...-H^V^-,D,4-i;iV^, 

Vo, V,, ..., V,;,.,, V,rt désignant des fonctions de/?, q, ..., D^, D^, ..., 
qui ne renfermeront plus ni r, ni D^. Cela posé, il est facile de voir 
qu'on pourra vérifier l'équation (i) en prenant pour xs une fonction 
homogène de j?,y, j3, . . . , et même une fonction homogène d'un degré 
quelconque n. En effet, une semblable fonction sera transformée, par 
le changement de variables indépendantes, en un produit de la forme 

Un étant seulement fonction des nouvelles variables/?, y, . . . distinctes 
de r; et, si l'on prend 

(4) ci = M«r«, 

l'équation (i), transformée à l'aide de la formule (3), deviendra 

la valeur de D;» étant 

D«= V;„ -f- /iV;„_t4- /i(/i — i)V;„-,-h . . .-4- n(/i - I) . . . (/i — m 4- i)Vo. 
Donc, dans l'hypothèse admise, l'équation (i) pourra être réduite à 

(5) ni,"«=o; 
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et, pour la vérifier, il suffira de substituer dans la formule (4) une 
valeur de i/„ qui représente une intégrale de l'équation (5). Or cette 
équation (5), ne renfermant plus que les nouvelles variables/?, y, . . . 
distinctes de r, avec les lettres caractéristiques correspondantes D^, 
D^, . . . , pourra être vérifiée par des valeurs convenables de m^. On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Étant donnée une équation aux dérwées partielles, 
linéaire, à coefficients constants et homogène, entre une inconnue u et 
disperses variables indépendantes x^y^ z^ ...^ on pourra satisfaire à cette 
équation en prenant pour intégrale une fonction homogène dex,y^ z, . . . 
et même une fonction homogène d'un degré quelconque n. De plus, la 
recherche d'une telle intégrale pourra être réduite à l'intégration d'une 
équation linéaire, mais à coefficients variables, qui renfermera une va- 
riable indépendante de moins et changera déforme avec le nombre n. 

Ce n'est pas tout : puisque l'on vérifiera l'équation (i) en prenant 
pour X3 le produit 

on la vérifiera encore en prenant pour u une somme de semblables 
produits, c'est-k-dire en posant 

(6) • CT = 2w„/-», 

Un représentant toujours une intégrale de l'équation (5), et la somme 
indiquée par le signe S s'étendant, ou à un nombre fini, ou même a un 
nombre infini de valeurs rationnelles ou irrationnelles, entières ou 
fractionnaires, positives ou négatives, de l'exposant n de r^. Enfin la 
valeur de u, déterminée par la formule (6), continuera évidemment de 
vérifier l'équation (i), si l'on multiplie sous le signe S chaque terme 
M^r" par un coefficient constant a«. On obtiendra ainsi pour l'intégrale 
de l'équation (i) une expression de la forme 

(7) dz^ia^tt^r". 

La valeur du coefficient a^ dans chaque terme pourra d'ailleurs être 
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choisie arbitrairement lorsque le nombre des termes restera fini. 
Lorsque ce nombre deviendra infini, la seule condition à laquelle a, 
devra satisfaire sera que le système de tous les termes offre une série 
convergente. 

Au lieu de faire servir l'intégration de la formule (5) à celle de l'é- 
quation (i), on pourrait réciproquement faire servir l'intégration de 
cette équation à l'intégration de la formule (5). En effet, supposons 
d'abord que l'on connaisse une intégrale homogène zs de l'équation (i). 
On pourra toujours, par le changement de variables indépendantes 
opéré à l'aide des formules (2), réduire cette intégrale homogène à la 
forme w„r", et alors, comme on l'a dit, m„ sera une intégrale de l'équa- 
tion (5). Mais il y a plus : étant donnée une intégrale quelconque vs 
de l'équation (i), après avoir exprimé cette intégrale en fonction des 
nouvelles variables/?, y, r, . . . , on pourra, dans un grand nombre de 
cas, la développer en une série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes ou suivant les puissances descendantes de r, et 
poser en conséquence 

Un étant une fonction des nouvelles variables/?, q, ... distinctes de r. 
Or, en substituant la valeur précédente de ct dans la formule (i), on 
en conclura 

(8) lV{Unrn)=o; 
et, comme on aura identiquement 

la formule (8) donnera 

(9) 2 /•'•-'« DnW« = o. 

Cette dernière formule, devant être vérifiée quel que soit r, entraînera 
nécessairement l'équation (5) ou 

On peut remarquer d'ailleurs que développer l'intégrale ct, considérée 
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comme fonction de/?, y, r, ... en une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de r, c'est aussi développer la même intégrale, 
considérée comme fonction de a?, y, 5, ..., en une série de termes 
représentés par des fonctions homogènes de ir, y, 5, — On peut donc 
énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème II. — Pour intégrer r équation (5), il suffi.t d'obtenir une 
intégrale de l'équation (i), représentée par une fonction homogène de x^ 
y^ z^ .... ou de développer une intégrale quelconque de V équation (i) en 
une série de termes représentés par de semblables fonctions. 

Corollaire L — On peut toujours intégrer l'équation (i) et même 
obtenir son intégrale générale à l'aide des formules que j'ai données 
dans le XIX® Cahier du Journal de l'École Polytechnique (*) et dans le 
Mémoire sur l'application du calcul des résidus aux questions de Phy- 
sique mathématique (^). Donc, par suite, on pourra toujours intégrer 
l'équation (5). Ainsi, le théorème II conduit à l'intégration d'une 
infinité d'équations linéaires aux dérivées partielles et à coefficients 
variables. Je développerai cette conclusion importante dans un pro- 
chain Mémoire, et pour l'instant je me bornerai à deux exemples. 

Exemple I. — Si l'on pose 

alors, l'équation (i), réduite à 

(10) (DiH-D*)ni = o, 

aura pour intégrale générale la somme de deux fonctions arbitraires dé- 
pendantes, l'une du binôme x -hy \/^ , l'autre du binôme x — y \ — i . 
On pourra donc prendre pour n la fonction homogène 

(11) m = (x±ys/-~i)\ 

l'exposant n étant une constante quelconque réelle ou même imagi- 

(1) Œuvres de Cauchj, S. IF, T. I. 
(«) Ibid,, S. n, T. XV. 



Digitized by 



Google 



29^ COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE, 

naire. Si d'ailleurs on établit entre x ety les relations 

(12) ^=:arcos/?, / =i:6r sin/>, 

a, h désignant deux quantités constantes, on trouvera 

I„ -. \(^\v}p cosV\t^ 1 ,/cos*/> sinV\ 
-^^\-î\ j)(sin2/> Dpi/ -h Mcosa/^;). 

Enfin on tirera des formules (i i) et (12) 

(i4) ro = (acos;?it: ^sinjoy/— i)'*r'». 

Donc, si Ton suppose la caractéristique D/i définie par la formule (i3), 
on vérifiera l'équation différentielle du second ordre 

(i5) nnW = o 

en prenant 

u =: (a CCS/) ± b sin/? y/^)", 

et, par suite, l'intégrale générale de l'équation (i/>) sera 

(16) u = a(«cus/>h- bs'mp^^^iy •+-B (acosp — bsïnp^—iy, 

A, B désignant deux constantes arbitraires. 

Si l'on supposait a = i, i = 1, l'équation (i5), réduite à 

D* u -h n^u — o, 

aurait pour intégrale générale, en vertu de la formule (16), la valeur 
de u déterminée par l'équation 

« = Ae^P^-h B e-'^P^, 
ce qui est effectivement exact. 
Exemple IL — Si l'on a 

V-=D« + D«4-D1, 
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on pourra satisfaire à l'équation (i) en prenant 

/, g, h désignant des quantités constantes; et alors, en supposant 
x^^arcosp, jr=z brsinpcosçy 5 =:cr sin/?sin^, 

on obtiendra pour intégrales de l'équation (5), à l'aide du théorème II, 
des expressions finies analogues aux fonctions de/?, q que l'on ren- 
contre dans la théorie de l'attraction des sphéroïdes; puis, en posant 
a = i, i = i,c = i, on se trouvera immédiatement ramené aux pro- 
priétés déjà connues de ces mêmes fonctions. 

Si, à la place de l'équation (i) supposée homogène, on considérait 
un système d'équations semblables, c'est-à-dire un système d'équa- 
tions linéaires, homogènes et à coefficients constants, alors, à la place 
des théorèmes I et II, on obtiendrait des théorèmes analogues qui four- 
niraient les moyens d'intégrer une infinité de systèmes d'équations 
linéaires aux dérivées partielles et à coefficients variables. 

§ III. — Sur une transformation remarquable de Inéquation aux dérivées 
partielles qui représente l'équilibre des températures dans un corps de 
form.e quelconque. 

L'équation aux dérivées partielles qui représente l'équilibre des 
températures dans un corps quelconque est, comme l'on sait, de la 
forme 

(1) (Di+D^-+-D|)TÎJ:=0, 

X, y^ z désignant trois coordonnées rectangulaires. On peut la ré- 
duire à 

(2) Vcj^o, 

en posant, pour abréger, 

(3) VrrDî + D« + D|. 

Si maintenant on nomme/?, ^,r trois coordonnées polaires, ou même 
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plus généralement trois coordonnées curvilignes liées à ar, j, z par 

trois équations de forme déterminée, on trouvera, quelle que soit la 

fonction cr, 

/ Vm = LD» isj -h MD* w 4^ NDJ w 

(4) I -h2PDçD,rs^2QDrDpXs-^2El}pD^^ 
\ -h -CDp cj 4- OU D^ w + XDr GJ, 

les valeurs de L, M, N, P, Q, R, 4L. ^» X étant 

(5) L = (D,/>)«+(Dyp)'-f.(D,/>)% M=..., N = ..., 

(6) P=:D,9D^r4-Dy^Dyr-+-D-^D.r, Q=..., R =:..., 

(7) ^ = DÎ/?4-DJ/?-f-D|/?, ^z=..., ^zn..,. 

Si, pour 1q nouveau système de coordonnées/?, y, r, les surfaces 
coordonnées deviennent orthogonales, on aura 

(8) PrziO, QriiO, R = o, 

et, par suite, la valeur de Vcj sera réduite a 

(9) VGi==LD*TîJ4-MDJi!y + NDJro-4-41D;,TiJ-hOILD^Tîj-+-XDrGT. 
Or, dans cette hypothèse, en posant, pour abréger, 

Cl) 

ou, ce qui revient au même, 

w = S(±Dp^D^rDrS), 

on déduira aisément de l'équation identique 

Dx(Dy(7D,r-D^rD,^)4-D^(D,^D,r-D,rD,ç) 

-f-D.(D^^Dyr — D^rDy^)— o 

la formule 

G)41 =Dp(a)L). 

On aura de même 

(10) {w^ = D^(&)M), 

05^ ==iDr(wN), 
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et, par suite, l'équation (9) donnera 

(11) a)Vcj=:Dp(wLDpGj)-f-D^(a)MD^cy)-+-D,.(a)ND,Gj). 

Par suite aussi, en nommant m, {^ deux valeurs particulières de u, 
propres à vérifier l'équation (i) ou (2), on trouvera 

Les équations (i i) et (i 2), dont la dernière est analogue à la formule (6) 
du § I, paraissent dignes de remarque. On les déduit de l'équation (i) 
en supposant que les surfaces coordonnées soient orthogonales entre 
elles; et ainsi se manifeste une propriété des surfaces orthogonales qui, 
comme je l'expliquerai plus tard, me paraît très propre à rendre raison 
des avantages que présentent ces surfaces dans les solutions élé- 
gantes, données par M. Lamé, de diverses questions de Physique ma- 
thématique. 

§ IV. — Sur une certaine classe d'équations linéaires aux dérivées partielles. 

Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles de la 
forme 

(1) F(V)CT = o, 

cT étant supposé fonction de deux variables indépendantes x^y\ F(V) 
désignant une fonction entière de V, et la valeur de V étant 

(2) V = aDÎ-h AD»-^2cl);^Dj.. 

Un changement de variables indépendantes suffira pour ramener l'é- 
quation (i) à une équation de même forme, dans laquelle on aurait 

(3) V=:Di + DJ.. 

C'est ce que l'on reconnaîtra sans peine, en faisant usage des formules 

Œuvres de C. — S. I, t. VU. 38 
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que j'ai données à la page io4 du I**" Volume des Exercices d* Ana- 
lyse et de Physique mathématique ( * ) . 

Pareillement, si, tétant fonction de trois variables indépendantes *r, 
j, 5, on suppose dans l'équation (i) 

(4) V - rtD* H- 6D»-h cD»-h ae/DjrD.-f- aeD^D^-i- 2/D^D^., 

il suffira d'un simple changement de variables indépendantes pour 
ramener l'équation (i) à une équation de même forme dans laquelle 
on aurait 

(5) V = Di4-D«-hD|. 

On pourrait étendre ces remarques au cas où la fonction u renfer- 
merait des variables indépendantes ir,j, 5, ... en nombre quelconque, 

et où V serait une fonction homogène du second degré de D^, D^ , D„ 

Dans ce cas. encore, on pourrait ramener l'équation (i) à une équation 
de même forme, dans laquelle on aurait 

(6) v = Di-i-D»-hD|-4-.... 

D'autre part, si la valeur de V est donnée par la formule (G), il suf- 
fira, pour vérifier l'équation (i), de poser 

(7) Hy-=f(>), 
la valeur de H étant de la forme 

(8) /-«^x'-f-j'H-^^-H..., 

OU même de la forme 

(9) '•'== (^ -/)'-^ (7 - gy^ (z-h)^-^.,,, 

et/, g, h, ... désignant des quantités constantes. Effectivement, en 
partant de cette valeur de r^ et nommant n le nombre des variables x, 
y, z^ . . . , on trouvera 

(,o) Vr=i|/ir(r) + /«D,[^^.r(,)'Jj, 

(») Œuvres de Cauchy, S. U, T. XF. 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT N*» 204. 299 

et, par suite, Féquation (i) pourra être réduite a une équation diffé- 
rentielle qui ne renfermera plus que la variable r, la fonction f(r) et 
les dérivées de cette fonction. Lorsqu'on aura intégré cette équation 
différentielle, la formule (7) fournira une intégrale de Téquation (1). 
Supposons, pour fixer les idées, que Ton ait simplement 

V(V)z=zV; 

alors l'équation (i) deviendra 

(11) Vw = o; 

et, pour la vérifier, il suffira de prendre 

la fonction f(r) étant déterminée par la formule 
(m) /if{r)-+-r«D,[^i:f(/)] = o. 

Or on tire de cette dernière 

et, par suite, 

(«3) • f(r)z.-A+C, 

A, B, C désignant des constantes arbitraires dont les deux premières 
sont liées entre elles par l'équation 

A 



B 



71 — 2 



Donc on vérifiera la formule (d) en posant 

B 



(i4) nT = 



pn 



Si l'on supposait en particulier /i = 2, le rapport -^^i devrait être rem- 
placé par l(r), et l'on aurait en conséquence 

(i5) GT = B !(/•)-+- C. 
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Si, dans les formules (i4) et (i5), on pose 

B = i, C = o, 
elles donneront simplement, la première 



I 

G5 zii - -, 



et la seconde 

GT = l(r). 

Les formules (i4) et (i5), jointes à la formule (9), fournissent des 
valeurs de ct qui renferment seulement les constantes arbitraires B, C, 
/, ^, A, .... Mais on peut introduire des fonctions arbitraires dans ces 
valeurs de cr, en les intégrant par rapport aux quantités/, g, h, ... 
entre des limites fixes, et considérant B comme une fonction arbitraire 
de ces mêmes quantités. 



205. 

Physique mathématique. — Note relative à V équilibre de^ températures 
dans un cylindre de forme quelconque. 

C. R., T. X\l, p. 517 (6 mars 1843). 

Dans un grand nombre de questions de Mécanique rationnelle et de 
Physique mathématique, il s'agit, non seulement d'intégrer une équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles, qui, lorsqu'on fait usage de coor- 
données rectangulaires, offre dans ses divers termes des coefficients 
constants, mais encore d'assujettir l'intégrale à vérifier certaines con- 
ditions, par exemple a prendre une valeur donnée en chaque point de 
l'enveloppe extérieure d'un corps solide. Telle est, en particulier, la 
question de l'équilibre des températures dans un corps de forme quel- 
conque. Les géomètres qui ont approfondi cette question particulière 
l'ont d'abord résolue pour un prisme rectangulaire, sans être obligés 
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de recourir à un changement de variables indépendantes ou, ce qui 
revient au même, à un changement de coordonnées. Plus tard la ques- 
tion a été résolue à l'aide de coordonnées polaires, pour la sphère et 
pour le cylindre droit à base circulaire; puis M. Lamé a fait voir qu'on 
pouvait la résoudre pour certaines espèces de cylindres et pour l'ellip- 
soïde, en prenant pour surfaces coordonnées deux ou trois systèmes 
de surfaces orthogonales entre elles. Il m'a paru important de recher- 
cher s'il ne serait pas possible d'obtenir pour les problèmes de ce 
genre des solutions plus générales, par exemple si l'on ne pourrait 
pas trouver généralement les lois de l'équilibre de la chaleur dans un 
corps cylindrique terminé par une surface quelconque. Mes recherches 
relatives a ce dernier problème m'ont conduit à des formules nouvelles 
qui me paraissent devoir contribuer aux progrès de l'Analyse, et dont 
je vais donner une idée en peu de mots. 

Analyse. 

Proposons-nous de trouver les lois de l'équilibre de la chaleur dans 
un corps terminé par une surface cylindrique qui offre une tempéra- 
ture indépendante du temps et constante sur chaque arête, cette tem- 
pérature pouvant d'ailleurs varier tandis que l'on passe d'une arête 
à une autre. Le problème d'Analyse qu'il s'agira de résoudre sera le 
suivant : 

Problème. — Intégrer V équation linéaire aux dérivées partielles 

(1) (D*-4-D«)tîJ=:0 

entre les deux coordonnées rectangulaires a?, y prises pour variables indé- 
pendantes et V inconnue ct, de manière que cette inconnue acquière une 
valeur donnée sur chaque arête d'une certaine surface cylindrique repré- 
sentée par une équation de la forme 

(2) ^{^x,y)-o. 

Il est bon d'observer que l'équation (a) représentera, non seulement 
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la surface cylindrique dont il s*agit, mais encore la courbe qui sert de 
base a cette surface cylindrique dans le plan des a?, y. Pour plus de 
commodité, nous supposerons ici que l'on a pris pour origine des 
coordonnées un point intérieur à cette courbe, et que chaque rayon 
vecteur, mené à partir de cette origine dans un sens déterminé, ren- 
contre la courbe en un seul point. 
L'intégrale générale de Téquation (2) sera de la forme 

(3) ny — 9(x-f-7v^^)-hx('^— vy/^X 

(p(aT) et x(a?) désignant deux fonctions arbitraires, réelles ou imagi- 
naires, de la variable x. Si d'ailleurs on transforme les coordonnées 
rectangulaires x^y en d'autres coordonnées/?, r, liées aux premières 
par les formules 

(4) x — (xr, y=^^r, 

dans lesquelles a, 6 désignent deux fonctions de /? déterminées par les 
équations 

(5) ,f(«, 6) --= o, -^ = -A. ^ (a«^. gï)i 

cosp s\np ^ ' 

alors, en posant, pour abréger, 

(6) w=::a-h6v^— I , r=ra — 6\/'^, 
on aura simplement 

(7) 'îJ = ?("'') + X(«''')- 

Observons ici qu'en vertu des équations (4) et (5) les surfaces coor- 
données se réduiront à des plans passant par un même axe et à des 
surfaces cylindriques semblables entre elles. En effet, les formules (4) 
et (5) étant admises, les équations de la forme 

/>=:const. 

représenteront évidemment des plans dont chacun renfermera la droite 
OA menée par l'origine des coordonnées perpendiculairement au 
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plan des x^y^ tandis que les équations de la forme 

/' = const. 

représenteront des surfaces cylindriques semblables à celle à laquelle 
appartient l'équation (2). Ajoutons : i^que la substitution des coor- 
données nouvelles/?, r aux coordonnées rectangulaires a?, j transfor- 
mera l'équation (2) en cette autre 

(8) r = i; 

2** qu'en chaque point intérieur du cylindre terminé par la surface à 
laquelle appartient l'équation (2) ou (8) on aura toujours 

(9) ^<ï- 

Cela posé, pour résoudre le problème ci-dessus énoncé, il suffira 
évidemment d'attribuer aux fonctions ^{pc) et)(^(a?) des formes telles 
que la valeur de xs déterminée par l'équation (7) se réduise, pour 
r=i, à une fonction déterminée de l'angle/?. Nommons 4'(/') ^^^te 
dernière fonction; ^\x) et x(^) devront être choisies de manière que 
l'on ait, pour r= i, 

(10) ?(«)H-Z(^) = 4'(/^)- 

Dans le cas particulier où la base de la surface cylindrique se réduit 
au cercle représenté par l'équation 

(11) ^î-h/'izzi, 

les formules (5), (6) donnent 

( a=:cos/), 6 = sinp, 

(12) 

Alors /?, r se trouvent liées a a?, j par les formules 

(i3) j7i=rcos/?, y^^r%\xip 

et deviennent des coordonnées polaires. Alors aussi on peut satisfaire 
à la condition (10), en prenant pour ^{u) et yj^v) deux fonctions telles 
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que, pour un module de r inférieur ou tout au plus égal à l'unité, ç(r) 
et y^{r) soient développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances ascendantes de r. En effet, supposons 



(i4) 



<p(r)=:ao-h air-f-a,r«4-..., 



les formules (7) et (lo), jointes aux formules (12), donneront 

( cT=:a -i-aiarH-aj«*r*-H.. . 
(i5) 

( -f-bi^T-^ bjt'^r'-f-. . ., 

ou, ce qui revient au même, 

Tîy = ao4-ai reP^f^ -ha, r^é^P'f^ -+-... 
(16) 

4- a_ire-''v^4-a_,r*e-*''^-h. . . 

et 

(17) .{;(/;).= 2a„e»''>/^, 

la somme indiquée par le signe £ s'étendant à toutes les valeurs en- 
tières, positives, nulles ou négatives de n, et les coefficients 

a_i, a_j, a_s, 

se confondant avec ceux que nous avons représentés par 

b„ b„ bj, ... 

dans la seconde des formules (i4)- D'ailleurs on tirera immédiate- 
ment de la formule (17) 

(18) ^'^=^^/ ^'"''^'^^P)dp 
et, par suite, 

(19) +(/>) = — 2^'»"^/ e--P>l'^^{p)dp, 

tandis que la formule (16) donnera 

I r^"" 

(20) XS——J S^{p)dp, 
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p étant distinct de p, et la valeur de étant déterminée par la for- 
mule 

9 = 1 -i-2 2r'»cos/i(y> — p), 

dans laquelle le signe S s'étendra seulement aux valeurs entières et 
positives de n. Enfin, comme la somme réelle 

I -h r cos/> -I- r' cosa/> -h . . . 

se réduit à la partie réelle de la somme imaginaire 

. I 





î-hr 


•e^s .+r-e-^v .+...= ^_^^^^ 


c'est-à-dire à 




I — r cosp 




I — 2 /• cos/> -h r' * 


on trouvera 






(21) 




e- 


1 — 2rcos(/> — p)-Hr* 



et par suite l'équation (20) donnera 

(22) wm 1 II i+(p)^p. 

Or, en désignant par e un nombre infiniment petit et posant 



r = I — £, 



on réduira le second membre de la formule (22) à une intégrale singu- 
lière dont la valeur sera précisément ^(p)' Donc la formule (19) sub- 
sistera toujours, quelle que soit la fonction ']f(p); ou, en d'autres 
termes, la valeur de u déterminée par l'équation (22) se réduira tou- 
jours à ^(p) pour r= I, et, comme cette même valeur de ct, ne diffé- 
rant pas de celle que fournit l'équation (i5) jointe à la formule 



I r^^ 



vérifiera certainement l'équation (i), nous devons conclure qu'elle 

OEu¥res de C — S. I, t. V|I. 89 
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remplira toutes les conditions requises dans le cas particulier où la 
base de la surface cylindrique sera le cercle représenté par la for- 
mule (i i). 

Pour s'assurer directement que la valeur de ci, déterminée par la 
formule (20) ou (22), vérifie l'équation (i), il suffît de prouver que, 
dans l'intégrale que cette formule renferme, la fonction sous le signe / 
est la somme de deux autres qui dépendent, la première du produit z/r, 
la seconde du produit vr. Or effectivement, si l'on nomme 

U, V 

ce que deviennent 

quand on remplace p par p, on trouvera 

I — 2r cos(/) ~ p) -+- r« - f I— -^ n M- ^ A 
et par suite la formule (21) donnera 

(U — ur){u — ur) \u — ///• u—wrj 
D'autre part, on aura 

(sîS) ar=:i, 



par conséquent w = -• Donc on trouvera encore 



V 



(24) B: 



U - ur I 

u 



Or, cette valeur de se composant de deux parties, dont l'une est fonc- 
tion de wr, l'autre fonction de rr, il en résulte immédiatement que la 
valeur de ci, déterminée par la formule (20), est de la forme 

Si, pour plus de commodité, on nomme f/ce que devient la valeur 
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de u tirée de l'équation (23) quand on y remplace s^ par vr, on aura 

(25) ^=— ; 
et la formule (24) sera réduite k 

Par suite, l'équation (20) donnera 

(26) w^— f ( — ! — + 7r^V4'(P)^P' 

OU, ce qui revient au même, eu égard à l'équation identique 

u= -4=DpU, 
V-i 

(27) cy= ^-z= l ( — î h 77-î — ) J^(p)DpUûfp. 

Dans le cas général où la base de la surface cylin4rique cesse d'être 
un cercle représenté par la formule (11), les variables imaginaires u 
et V se trouvent liées entre elles, non plus par la formule (23), mais 
par une équation qui résulte de l'élimination de /?, contenu dans a 
et 6, entre les formules (6). Nommons 

f(r) 
la valeur u tirée de cette équation, et posons 

(28) U^{{vr); 

alors, dans la valeur de cr déterminée par la formule (27), la fonction 
sous le signe / pourra encore être considérée comme la somme de 
deux termes dont l'un sera fonction de «r, l'autre de s^r. Donc cette va- 
leur de xs vérifiera encore l'équation (i). Mais ce n'est pas tout : comme 
on aura, pour r= i. 



U = //, 



la somme 



u — ur U — u 
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s'évanouira généralement pour des valeurs de r très voisines de Tunité, 
à moins que l'angle p ne diffère très peu de p; et par suite, si l'on 
pose 

t désignant un nombre infiniment petit, la formule (27) donnera pour 
valeur de ci une intégrale définie singulière. Or, comme cette intégrale 
singulière, calculée à Taide des formules que renferme le I*' Volume , 
des Exercices de Mathématiques y se réduira sensiblement à ^(/>)f nous 
devons conclure que, dans tous les cas, Téquation (27), jointe à la 
formule (28), fournira une valeur imaginaire de u qui remplira toutes 
les conditions prescrites. La partie réelle de cette valeur, remplissant 
encore les mêmes conditions, résoudra par suite le problème énoncé k 
la page 3ot. 



206. 

Calcul intégral. — Remarques sur les intégrales des équations aux dériçées 

partielles y et sur l'emploi de ces intégrales dans les questions de Physique 

mathématique. 

C. R., T. XVI, p. 572 (i3 mars i843). 

A l'aide des principes exposés dans un de mes précédents Mémoires 
{voir la séance du 18 juillet dernier), on peut généralement intégrer 
par série une équation aux différences partielles de l'ordre /w, entre 
une inconnue ct et plusieurs variables indépendantes â?, j, 5, ...,/, 
lorsque l'inconnue m doit non seulement vérifier l'équation donnée, 
quel que soit /, mais encore se réduire, avec ses dérivées relatives d /, 
et d'un ordre inférieur à w, à des fonctions données de a?, j, 5, . .., 
pour une certaine valeur particulière t de la variable /. Je montre, 
dans le premier paragraphe du présent Mémoire, comment on dort 
opérer, lorsque les conditions particulières auxquelles l'inconnue se 
trouve assujettie se rapportent, non plus à une certaine valeur c de la 
variable /, mais à certains systèmes de valeurs des variables a?, y, 5, . . . , 
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par exemple, à ceux qui vérifient une certaine équation de forme dé- 
terminée. Alors il devient utile de recourir à un changement de va- 
riables indépendantes. Si d'ailleurs la question, qui exige l'intégration 
de l'équation proposée aux dérivées partielles, est un problème de 
Mécanique rationnelle ou de Physique mathématique, alors, avant 
d'affirmer que cette question est résolue par l'intégrale exprimée à 
Taide des nouvelles variables indépendantes, on devra soigneusement 
examiner cette intégrale. Ainsi, en particulier, si les nouvelles va- 
riables indépendantes sont des coordonnées curvilignes d'un point 
mobile, et si l'inconnue doit varier par degrés insensibles avec la posi- 
tion de ce point, on devra s'assurer que l'intégrale obtenue reprend la 
même valeur pour les divers systèmes de valeurs des coordonnées qui 
peuvent correspondre à un même point. 

Le deuxième paragraphe du Mémoire .est relatif à une transforma- 
tion remarquable des équations homogènes et de quelques autres. 

Le troisième paragraphe se rapporte à l'intégration des équations 
homogènes du second ordre, spécialement de celle qui représente l'é- 
quilibre des températures dans un corps solide, et k des intégrales 
particulières de cette équation qui sont exprimées en termes finis. 

Analyse. 

§ L — De l'intégration des équations aux dérivées partielles 
sous des conditions données. 

Considérons une équation aux dérivées partielles de l'ordre m, entre 
une inconnue ct et plusieurs variables indépendantes x, y, z, ...,/, 
Supposons encore que cette équation renferme la dérivée 

et puisse être ramenée a la forme 

K désignant une fonction déterminée des variables indépendantes, de 
l'inconnue u et de ses dérivées d'un ordre égal ou inférieur à m. Enfin 
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supposons que, pour une certaine valeur t de la variable/, rinconnuecr 
et ses dérivées relatives à /, mais d'un ordre inférieur à /w, doivent se 

réduire k des fonctions données de x^ y, z^ On pourra développer, 

par le théorème de Taylor, la valeur de Tinconnue u en une série 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de / — t, et Ton conclura 
des principes établis dans un précédent Mémoire (roi> Extrait n*' 171), 
non seulement que la série obtenue sera convergente quand le module 
de la différence / — t ne dépassera pas une certaine limite, mais 
encore que la somme de cette série convergente représentera Tinté- 
jjrale cherchée 

Concevons maintenant que l'équation donnée renferme seulement 
trois variables indépendantes 



qui pourront être censées représenter trois coordonnées rectangu- 
laires. Supposons encore que l'inconnue ct de cette équation se trouve 
assujettie à vérifier certaines conditions relatives, non plus à une valeur 
parliculière de l'une des variables indépendantes, mais à certains 
points situés sur une surface courbe et fermée, représentée par une 
équation de la forme 

(2) :f(x,x,z)^o. 

On pourra aux coordonnées rectangulaires x.y^ z substituer des coor- 
données curvilignes/?, q, r, tellement choisies que l'équation (2) se 
réduise à la forme 

(3) r = p, 

p désignant une quantité constante, et alors il ne s'agira plus que 
d'intégrer une équation aux dérivées partielles de l'ordre m entre l'in- 
iîonnue ex et les variables indépendantes/;, y, r, en assujettissant l'in- 
connue cT à vérifier certaines conditions relatives à une certaine valeur p 
de la variable r. Supposons, pour fixer les idées, qu'en vertu de ces 
conditions 
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doivent se réduire, pour r= p, a des fonctions données des variables 
p^q. Si d'ailleurs Téquation transformée renferme la dérivée partielle 
D^CT et peut être résolue par rapport à cette dérivée, on pourra déve- 
lopper par le théorème de Taylor la valeur de l'inconnue u en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de r— p, et l'on 
prouvera toujours de la même manière, non seulement que la série 
obtenue est convergente quand le module de la différence r — p ne dé- 
passe pas une certaine limite, mais encore que la somme de cette série 
convergente représente l'intégrale cherchée. 

Puisque les fonctions données de/?, q, qui représenteront les va- 
leurs de 

correspondantes àr=p, peuvent d'ailleurs être choisies arbitraire- 
ment, il en résulte que l'intégrale obtenue comme on vient de le dire 
renfermera généralement, ainsi qu'on devait s'y attendre, m fonctions 
arbitraires. Si, pour fixer les idées, on suppose m = 2, c'est-à-dire si 
l'équation donnée est du second ordre, les deux fonctions arbitraires, 
introduites par les conditions ci-dessus énoncées, seront les valeurs de 
Ts et de D^cj correspondantes à r= p. On pourrait d'ailleurs remplacer 
ces deux fonctions arbitraires par celles qui représenteraient les va- 
leurs de T3 correspondantes k deux valeurs particulières de la variable r; 
en d'autres termes, on pourrait assujettir l'intégrale d'une équation 
du second ordre à prendre des valeurs déterminées dans les divers 
points situés sur deux surfaces qui serviraient d'enveloppes intérieure 
et extérieure à un même solide. 

Lorsqu'on fait usage de coordonnées rectangulaires, ou du moins de 
coordonnées rectilignes x,y, 5, alors à chaque point de l'espace répond 
un seul système de valeurs de x^ j, s, et réciproquement. Mais ces 
conditions ne sont plus généralement remplies quand, a des coordon- 
nées rectilignes x, y, z^ on substitue des coordonnées curvilignes p, 
q, r. Ainsi, en particulier, si p, r représentent deux coordonnées po- 
laires, savoir, un angle polaire et un rayon vecteur, tracés dans un 
même plan, la position du point correspondant à ces coordonnées ne 
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variera pas quand on fera croître ou décroître Tangle polaire p d'un 
multiple quelconque de la circonférence 2:r. Cela posé, si une équation 
donnée aux dérivées partielles se rapporte à un problème de Méca- 
nique rationnelle ou de Physique mathématique, si d'ailleurs Tin- 
connue et ses dérivées doivent être fonctions continues des variables 
indépendantes, il est clair qu'une intégrale obtenue à l'aide des prin- 
cipes ci-dessus exposés ne pourra être considérée comme fournissant 
la solution de ce problème, qu'autant qu'elle reprendra la même valeur 
pour les divers systèmes de valeurs des coordonnées qui répondront à 
un même point. 

§ II. — Sur une transformation remarquable des équations homogènes 

et de quelques autres. 

Supposons que, F(j:, j, 5, ...) désignant une fonction entière et 
homogène des variables or, j, 5, . . . , on prenne 

V = F(D^, D^, D„ ...); 

l'équation linéaire aux dérivées partielles 

(i) VGy = o 

sera ce que nous appelons une équation homogène. Supposons encore 
que, dans l'intégrale ct de cette équation, l'on remplace les variables 
indépendantes a?, y, z, ... par d'autres/i, q, r, ..., liées aux premières 
de telle sorte que, si r vient à varier, x,y, z^ . . . , considérées comme 
fonctions de p, q, r, . . . , varient proportionnellement à r. Les équa- 
tions qui subsisteront entre x, y, z, ... et p, q, r, ... seront de la 
forme 

(2) a:=zar, y = Sr, z=zyr, 

a, 6, y, . . . désignant des quantités qui renfermeront les nouvelles va- 
riables/i, q, . . . , distinctes de r; et, lorsqu'on aura effectué le change- 
ment de variables indépendantes, on trouvera, comme nous l'avons 
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remarqué dans ravant-dernière séance, 

(3) V = VoT)^-h'-V,l)r'-h.,.^j^,V,n.,T)r-^-^,;,V^ 

Vo, V,, . . . , V;„^,, V,« désignant des fonctions de/>, y, . . . , D^, D^, ... 
qui ne renfermeront plus r ni D;.. 
Concevons maintenant que Ton pose 

(4) r=zpe*, 

s désignant une nouvelle variable, et p un coefficient constant. En sub- 
stituant à la variable indépendante r la variable s, et en ayant égard à 
la formule 

(5) T),{e^*m) = e«'(D,4- a) nr, 

qui subsiste quelle que soit la constante a, on trouvera, non seulement 

/• p ' 

mais encore 

D;cy = -îre-«'D,(D,-i)cj, 

P 

D;cj = ;^e-»'D,(D,-i)(D,-a)cj, 
P 



et généralement 



D;»cj= -Le-'«'D,(D,~ i). . .(D,- m -h i) © 



OU, ce qui revient au même. 



(6) D;"cj=-D,(D,-i).,.(D,-m-hi)w. 



Cela posé, on tirera de la formule (3) 



(7) V=;:;r.a, 

OEwres-de C. — S. 1, t. VII. 4o 
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la valeur de rj étant 

(8) n = VoD,(D,-i)...(D,-w+i) + ...-hV,„.,D,(D,-i)4-V«.-tD,+ V;„. 
Ajoutons qu'en vertu de la formule (8) on aura 

(9) n = noDr4-niDr*^...^a,«-,D,-ham, 

Do» □ D/n-ifO/n désignant des fonctions de p, q, ..., D^, D^, ... 

qui ne renfermeront ni s, ni D„ et qui seront liées à Vo, V, V,„^,, 

V,„ par les formules 

-. -. fn{Fn — rr f7 

Or Téquation (i), jointe à la formule (7), donnera 
(10) □cj=io 

ou, ce qui revient au même, 

(II) (noD;"4-niD;'->H-...-ha«.-iD,4-n,«)cT = o. 

D'autre part, on tirera des équations (2) et (/») 

(12) jr = p(xe*, y — pSe',. z:=zpye\ 

Donc f pour transformer l'équation (i), supposée linéaire et homogène, 
en une autre équation linéaire qui soit de la forme (11) et renferme, avec 
l'inconnue cr, les dérivées de xs relatives à la nouvelle variable 5, sans ren- 
fermer cette variable même, il suffit de substàuer aux variables indépen- 
dantes x^y, z^ ... d'autres variables p^ q^ . .. , s liées aux premières de 
telle sorte que, si s vient à varier, Xy y^ 5, . . . , considérés comme fonc- 
tions dep, y, . . . , ^, varient proportionnellement à l'exponentielle e'\ 

Exemple I. — Si Ton transforme les coordonnées rectangulaires x, 
j, réduites à deux, en coordonnées polaires r et />, à l'aide des for- 
mules 

(i3) a: = rcospf y = rsmp, 

alors des formules (i3), jointes à l'équation 

r = pe', 
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on tirera 
(i4) ^=:pe'cosp, y=:pe*s\np 

et, par suite, 

(i5) Di4-D*zzz^e-«'(D«4-D;). 

Donc, si l'équation (i) se réduit à 

(i6) (Di+DpBj^o, 

cette équation, transformée à l'aide des formules (i4)» deviendra 

(17) (D« + D*)tiy = o, 

ce qu'avait déjà remarqué M. Lamé. Au reste, il est facile de s'assurer 
a posteriori que toute fonction u de x et dey qui vérifie l'équation (16) 
est en même temps une fonction de />, s propre à vérifier l'équa- 
tion (17). En eflFet, l'intégrale générale de l'équation (16) est de la 
forme 

(18) ^==9(^-^y\/—i)-^x(^—y\f^0; 
et comme, en vertu des formules (i4)» on aura 

il suffira évidemment de poser 

(p(péK)=*(5), X(P«')^X(5) 

pour réduire l'équation (18) à 

(19) cj = *(5-hpv^=7)-hX(5-/?v/~i). 

Or cette dernière valeur de nr est évidemment l'intégrale générale de 
l'équation (17). 

Exemple IL — Comme on tire de la formule (i5) 
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ou, ce qui revient au même, 

(D«+D«)«=-L^-*'(D«+D;)[Dj4-(D,-2r], 

il en résulte que, si, à l'aide des formules (i4)f on transforme Téqua- 
tion 

(ao) (Dî-4"D»)-©=o, 

cette équation deviendra 

(21) (D«-+-Dî)[D»-+-{D,-a)«]cT = o. 

Si, en prenant toujours pour V une fonction homogène de D^., D^, 
D;, ..., on substituait à Téquation (r) une autre équation linéaire, 
homogène ou non homogène, et de la forme 

(23) D}m = aVm, 

t désignant une nouvelle variable indépendante, n un nombre entier 
quelconque, et a un coefficient constant, alors, en opérant toujours de 
la même manière et transformant Téquation (22) à Taide des for- 
mules (12) et (7), on trouverait 

(23) D?iiy=pe-""aGT, 

la valeur de n étant déterminée par la formule (9). 

Ainsi, en particulier, les formules (i4) réduiront Téquation du 
mouvement de la chaleur, savoir 

(24) D,cj = a(DiH-D;)cJ, 
à la formule 

(25) Dtrs^ ^e-"(DjH-D*)cj, 

et l'équation du mouvement d'une plaque élastique isotrope, savoir 

(26) DJ cj -h a*(Dl. -h DJ.)'w = o. 
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à la formule 

(27) D?tn+~e-*'(DjS + Dî)[D^ + (D,-2)«]cT = o. 

§ m. — Sur l*intégration d'une équation linéaire du second ordre, spéciale- 
ment de celle qui représente Véquilibre de la chaleur, et sur des intégrales 
particulières de cette équation, qui se trouvent exprimées en ternies finis. 

Considérons une équation linéaire et homogène du second ordre, 
c*est-à-dire une équation de la forme 

(i) Vnj = o, 

V étant une fonction entière et homogène de D^p, D^, D,, Comm^ 

nous Tavons remarqué, un changement des variables indépendantes 
suffira pour réduire la valeur de V à la forme 

(2) V=:Di-^D*-hD|-h..., 

De plus, pour vérifier l'équation (i), en supposant V déterminé par la 
formule (2), il suffira de prendre 

(3) ^ = ;^^-C, 

B, G désignant deux constantes arbitraires, n étant le nombre des va- 
riables indépendantes a?, y, 5, . . ., et la valeur de t^ étant donnée par 
la formule 

(4) ^' = (^ -/)' 4- (/-^r+ (s -/*)« + ..., 

dans laquelle/, ^, A, ,.. désignent encore des constantes arbitraires. 
Faisons maintenant, pour abréger, 

(5) ^«H.j.2^5*-h...= r», /i^^»-h /«« + ... zzrpS 

et posons encore 

(6) ' fx^gy^kz^... ^ ^^^^^ 
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ou, ce qui revient au même, 

(7) COS(î=:: ^^ , 

X, UL, V, . . . désignant des constantes nouvelles liées à /, g^, A, . . . et k 
la constante p par les formules 

(8) l^-^y Pt=-» Vizr^, ..., 

9,9 9 

desquelles on tire, en les joignant à la seconde des équations (5), 

(9) A*-i-fx*-i-v' + ...= i. 

La formule (4) donnera 

(10) t^'^—r^— 2rpcosi-+- p'. 

On pourra donc prendre 

vz=:p' f p — arcosoH j > 

et, en conséquence, la valeur de u déterminée par la formule (3) de- 
viendra 



= --; — ( p — arcosoH — ) 



-«-1 



cy = -- — (p — arcosdn — ) 4-C. 
Si, dans cette dernière équation, on pose 

n 

Bznbp*" , C:i=0, 

on obtiendra la formule 

(il) Gy= b(p — 2rcosdH j 

Cette dernière valeur de ni étant propre à vérifier Téquation (i) pour 
des valeurs quelconques des constantes b, p et pour toutes les valeurs 
de X, (X, V, ... qui satisfont à la condition (9), on peut affirmer que 
l'équation (i) continuera d'être vérifiée si l'on prend pour u la dérivée 
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du second membre de la formule (ii) relative à p, c'est-à-dire si l'on 
pose 

nj = bDp(p — a^cos^^ — j 
ou, ce qui revient au même. 






(I2) m = \ 

(p*— 2pr cosi-+- r')* 
la valeur de A étant 



*=-(=-)"'■ 



On'peut aisément, à l'aide de la formule (12), intégrer l'équation 
d'équilibre de la chaleur, et l'intégrer de telle sorte que l'intégrale 
acquière des valeurs données sur les diverses arêtes d'une surface cy- 
lindrique droite à base circulaire, ou dans les divers points d'une 
surface sphérique. En effet, supposons que la surface dont il s'agit, 
rapportée à des coordonnées rectangulaires â?, y, ou a?, j, z\ se trouve 
représentée par l'équation 

(l3) ^«+^»:^p« 

OU par l'équation 

(i4) a?«-h7«-h5*-p«, 

p désignant le rayon de la surface cylindrique ou sphérique. Soient 
d'ailleurs p, r, ou/>, q, rdeux ou trois coordonnées polaires, liées aux 
coordonnées rectangulaires a?, j, ou a?, y, 5, dans le premier cas par 
les formules 

{i5) ûczzircospj y=:rsmp; 

dans le second cas par les formules 

(16) jr=:/'C0S^, y =^ rsinpcosqf z =z rsînpsinq. 

Pour résoudre le problème énoncé, on devra, dans le premier cas, in- 
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téfjrer l'équation 

(17) (Di + D»)m = o 

de manière que l'inconnue ct se réduise, pour r= p^ k une fonction 
donnée '|(/>) de l'angle polaire />, et, dans le second cas, intégrer 
Téquation 

(18) (Di-hD^-f-D?)nyi=o 

de manière que l'inconnue ts se réduise, pour r= p, à une fonction 
donnée '|(/?, q) des angles /?, q. Or il suit de la formule (12 ) que l'on 
vérifiera l'équation (17) en posant 

(îq) BT = A-i 5 ;> 

^' p* — aprcoso -h /•* 

la valeur de cosS étant 

cosd = -^ ï— = X cosp -h IX smpy 

et A, X, [JL désignant trois constantes arbitraires dont les deux der- 
nières devront être assujetties à la condition 

Si, pour remplir cette condition, on prend 

). = cosp, fx=:sinp, 
p désignant un angle arbitraire, on trouvera simplement 
(20) cosd =1: cos(p — p), 

et l'on pourra supposer, dans l'équation (19), 

A-V(p), 

^(p) désignant une fonction arbitraire de p. On vérifiera donc l'équa- 
tion (17) en prenant 

(ai) vs= " *"(d): 

^ ^ p*-2p/C0S(/?~p)-h/*^*^^' 
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il y a plus : on la vérifiera encore en substituant au second membre de 
la formule (21) l'intégrale de ce second membre prise, par rapport à 
p, entre deux limites fixes, par exemple en supposant 

D'ailleurs cette dernière valeur de ct se réduit, pour une valeur de r 
inférieure à p, mais très peu différente de p, à une intégrale définie 
singulière dont la valeur est sensiblement représentée par le produit 

27rW(/)). 

Donc la formule (22) fournira une intégrale de l'équation (17) qui 
aura la propriété de se réduire à *]f(p) pour r= p si l'on prend 

ou, ce qui revient au même. 

Donc, pour obtenir une telle intégrale, il suffira de poser 

Il suit encore de la formule (12) que l'on vérifiera l'équation (18) 
en posant 

(24) CJzz:A ^ -,y 

(p' — 2prcosÔH- /•*)* 
la valeur de cosS étant 

coso =: — =: Acos/7-f-fxsm/?cos^^- vsmpsmq, 

et A, X, (JL, V désignant quatre constantes arbitraires dont les trois der- 
nières devront être assujetties à la condition 

/*-!- pi*-H v*=l. 
QE«»Tf*</«rC.— s. l,t. VII. 4i 
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Si, pour remplir cette condition, on pose 

X = cosp, fjL=:sinpcosq, v = sinpsinq, 

p, q désignant des angles arbitraires, on trouvera simplement 

(25) cos3=:cos/>cosp -h sin/; sînp cos(7 — q), 
et Ton pourra supposer, dans l'équation (24)» 

A = 'r(p,q), 

^(p, q) désignant une fonction arbitraire des angles p, q. Par suite, 
on vérifiera l'équation (18) en prenant 

(26) CJ-: ?-— ^ i/r(p,q) 

(p*— aprcosô-h /•*)* 

OU même en prenant 

(p'— 2p/*cos3-h r*)* 



(27) "^^f f ^-- jV(p.q)rfprfq 



et attribuant à cosS la valeur que détermine la formule (25). D'ail- 
leurs, sous cette condition, la dernière valeur de o se réduira, pour 
une valeur de r inférieure à p, mais très peu différente de p, k une in- 
tégrale définie singulière, dont la valeur sera sensiblement représen- 
tée par le produit 

fM:W{p,g) 
psinp 

Donc la formule (27) fournira une intégrale de l'équation (18), qui 
aura la propriété de se réduire à ^(/?, ^), pour r = p, si l'on prend 

ou, ce qui revient au même. 
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Donc, pour obtenir une telle intégrale, il suffira de poser 

(28) m=zf-l I ^ ^^{p,q)sïnpd[idq. 

^'^'Jo Jo (p»-2p/-cosd-+-r»)* 

Les formules (23) et (27) ont cela de remarquable, qu'elles fournis- 
sent pour les équations (17) et (18) des intégrales exprimées en termes 
finis. Pour en déduire les formules connues à Taide desquelles on 
résout le problème de l'équilibre de la chaleur dans un cylindre droit 
à base circulaire, ou dans une sphère, en supposant la température 
constante, c'est-k-dire indépendante du temps sur chaque arête de la 
surface qui termine le cylindre, ou en chaque point de la surface 
sphérique, il suffit de développer les seconds membres de ces mêmes 
formules en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de r. 
Remarquons d'ailleurs que, chacune des formules (23), (28), renfer- 
mant une seule fonction arbitraire ']f(p) ou ^(p* q), ne saurait être 
considérée comme propre à fournir la solution la plus générale du pro- 
blème ci-dessus mentionné, et doit plutôt être regardée comme repré- 
sentant une intégrale particulière de l'équation (17) ou (18), qui rem- 
plit les seules conditions auxquelles l'inconnue se trouve assujettie 
dans l'énoncé de ce problème. La même observation s'applique à la 
formule que j'ai donnée, dans la séance précédente, pour résoudre le 
problème de l'équilibre de la chaleur dans un cylindre de forme quel- 
conque. On arrive à des solutions plus générales de ces sortes de pro- 
blèmes quand on se propose d'intégrer l'équation (17) ou (18) de 
manière que l'inconnue zs acquière une valeur déterminée en chacun 
des points situés sur deux enveloppes, l'une extérieure, l'autre inté- 
rieure à un corps solide. Alors, en effet, les intégrales qu'on obtient 
renferment chacune, comme on devait s'y attendre, autant de fonc- 
tions arbitraires qu'il y a d'unités dans l'ordre de l'équation (17) ou 
(18), c'est-à-dire deux fonctions arbitraires. Je m'occuperai plus en 
détail de ces sortes d'intégrales dans un autre article, où j'établirai 
directement la proposition suivante. 



Digitized by 



Google 



324 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

Supposons au'il s'agisse d'intégrer l'équation 

(Dl.-hD«)cj = o 

de telle manière que, pour deux valeurs différentes de r, représentées 

par 

p et Qp, 

^l'inconnue ct se réduise à deux fonctions données de l'angle polaire p 

représentées par 

9iP) et xiP)' 

Alors, en posant, pour abréger, 

5 = l(0, ç = l(0), 

on réduira (*) le problème à l'intégration de l'équation 

(29) (D«4-D«)Tii = o, 

sous la condition que l'inconnue xs vérifie, pour ^ = o, la formule 

CT = cp(/>), 

et pour f = ç, la formule 

Or, pour effectuer cette intégration, il suffira de prendre 

/Pi 
sm — 
^ ^ (p{p)dp 
-ip-p) ns -(p-v) 
e^ — 2C0S he* 
c 



*p1 



sm — 

^ i- 

e^ H- 2 cos — 



t:s -(/»-p» 



X(P)dPf 



Po, p, désignant deux valeurs particulières de la variable p, qui corn- 
et) Les avantages qu'offre, dans la question présente, la réduction de réquatioa (17) « 
l'équation (2g), ont été remarqués par M. Lamé dans un Mémoire que renferme le I**^ Vo- 
lume du Journal de Mathématiques de M. Liouville. 
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prennent entre elles l'angle p. Ces deux valeurs particulières devront 
se réduire à 

(3l) Po=:— 00, Pi=:oo 

si les deux conditions relatives àf = oetà^ = ç doivent subsister, 
non seulement pour les valeurs de/? comprises entre les limites /> = o, 
V = 27C, mais généralement pour des valeurs quelconques de /?. Il y a 
plus : ces valeurs de po, p, devront être de celles que fournissent les 
équations (3i), si, l'angle p étant supposé toujours compris entre les 
limites /? = o,/? = 2ir, la valeur de l'inconnue rs fournie par l'équa- 
tion (3o) est assujettie à reprendre la même valeur pour/? = o et pour 
p = 2t:. 



207. 

Géométrie analytique. — Rapport sur un Mémoire de M. Amyot relatif 
aux surfaces du second ordre, 

C. K., T. XVI, p. 783 ( 17 avril 1848). 

L'Académie nous a chargés, M. Liouville et moi, de lui rendre 
compte d'un Mémoire de M. Amyot, qui a pour titre : Nouvelle méthode 
de génération et de discussion des surfaces du second ordre. 

Dans ce Mémoire, l'auteur fait connaître de nouvelles propriétés des 
surfaces du second degré, autrement appelées surfaces du second 
ordre, et montre le parti qu'on peut en tirer pour la discussion de ces 
surfaces mêmes. Les résultats auxquels il est parvenu offrent assez 
d'intérêt pour qu'il nous paraisse convenable d'entrer à ce sujet dans 
quelques détails. 

On sait que, étant donné dans un plan un point mobile dont les dis- 
tances à un centre fixe et à un axe fixe conservent toujours entre elles le 
même rapport, ce point mobile décrit une courbe du second degré, que 
l'on peut faire coïncider avec l'une quelconque des sections coniques. 
Alors le centre fixe est ce qu'on nomme nn foyer de la courbe, l'axe en 
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est ung directrice, et le rapport entre les distances du point mobile au 
centre et à l'axe fixe est ce que l'on nomme Y excentricité. Ce rapport 
est inférieur, égal ou supérieur à l'unité, suivant que la courbe est une 
ellipse, une parabole ou une hyperbole. De plus, l'ellipse et l'hyperbole 
offrent chacune deux foyers et deux directrices situées à égales dis- 
tances du centre de la courbe. Enfin, comme la distance des deux 
directrices est évidemment la somme ou la différence des distances qui 
les séparent d'un point de la courbe, il est clair que le produit de la 
première distance par l'excentricité se réduit à la somme ou à la diffé- 
rence des rayons vecteurs menés des deux foyers au point dont il 
s'agit. Donc les deux rayons vecteurs offrent une somme constante 
dans l'ellipse, une différence constante dans l'hyperbole, et l'on se 
trouve ainsi ramené à l'une des propriétés les plus anciennement con- 
nues de ces deux courbes du second degré. 

On sait encore que, étant donnés un point et une courbe du second 
degré, les tangentes menées à la courbe par l'extrémité d'une sécante 
qui renferme ce point se coupent sur une certaine droite; que cette 
droite se nomme \^ polaire du point, tandis que le point est appelé le 
pôle de la droite, et que le pôle d'une droite quelconque, située dans 
le plan d'une section conique, appartient aux polaires de tous les points 
de cette droite. 

Cela posé, il est facile de reconnaître que chaque directrice d'une 
courbe du second degré n'est autre chose que la polaire du foyer cor- 
respondant à cette directrice, et que le point où la directrice rencontre 
le grand axe ou l'axe réel de la courbe se confond précisément avec le 
pôle de la droite menée par le foyer perpendiculairement à cet axe. 

Observons, en outre, que la considération des directrices des courbes 
du second degré fournit le moyen de résoudre très simplement divers 
problèmes de Géométrie. On pourra ainsi, par exemple, et sans em- 
ployer d'autres instruments que la règle et le compas, fixer le point où 
une droite donnée rencontrera, soit une ellipse ou une hyperbole dont 
les foyers et le grand axe ou l'axe réel seraient connus, soit même la 
surface engendrée par la révolution de cette ellipse ou de cette hyper- 
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bole autour de ce grand axe ou de cet axe réel. On pourra, par suite, 
résoudre avec la plus grande facilité divers problèmes qui se ramènent 
aux deux précédents, par exemple le problème du cercle tangent à 
trois cercles donnés ou de la sphère tangente à quatre autres. 

D'ailleurs les définitions que Ton donne communément des foyers 
et des directrices dans les courbes du second degré, c'est-à-dire les 
définitions que nous avons ci-dessus rappelées, peuvent être, avec les 
propositions qui s'y rattachent, étendues et généralisées comme il suit. 

Considérons, dans un plan, un point mobile dont la distance à un 
centre fixe doive conserver toujours le même rapport, non plus avec la 
distance de ce point à un axe fixe, mais avec la moyenne géométrique 
entre les distances de ce point à deux axes distincts. Nommons foyer 
le centre fixe, directrices les deux axes fixes, et module le rapport con- 
stant dont il s'agit. On s'assurera aisément que le point mobile dé- 
crira, en général, non plus une seule courbe, mais deux courbes du 
second degré. En effet, les axes coordonnés étant supposés rectan- 
gulaires, la distance du point mobile à chaque directrice se trouvera 
représentée par la valeur numérique d'une certaine fonction linéaire 
des coordonnées x^y du point mobile, c'est-à-dire par cette fonction 
linéaire prise avec le signe -+- si le point mobile est situé, par rapport 
à la directrice, du même côté que l'origine, et avec le signe — dans le 
cas contraire. Cela posé, le produit des distances du point mobile aux 
deux directrices par le carré du module se trouvera représenté par la 
valeur numérique d'une fonction du second degré, c'est-à-dire par 
cette fonction prise avec le signe -+- si le point mobile est situé, par 
rapport aux deux directrices à la fois, du même côté que l'origine ou 
du côté opposé, prise avec le signe — dans le cas contraire; et comme 
pour obtenir l'équation de la courbe décrite il suffira d'égaler ce pro- 
duit à la fonction du second degré qui représentera le carré de la dis- 
tance du point mobile au foyer, il est clair qu'on se trouvera définitive- 
ment conduit à une équation du second degré qui renfermera un double 
signe, et qui par suite représentera en général deux courbes distinctes. 

Concevons maintenant que l'on veuille faire coïncider l'une de ces 
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deux courbes avec une section conique de forme déterminée. La ques- 
tion reviendra évidemment à choisir le foyer, les directrices et le mo- 
dule de telle sorte que l'équation obtenue s'accorde avec une équation 
donnée du second degré entre x et y. D'ailleurs une équation du 
second degré entre deux variables renferme généralement six termes 
dont les coefficients peuvent être quelconques. D'autre part, l'équation 
de la courbe décrite par le point mobile renfermera sept constantes 
arbitraires qui pourront être censées représenter les deux coordonnées 
du foyer, les quatre coordonnées des pieds des deux perpendiculaires 
abaissées de l'origine sur les deux directrices et le module. Enfin, 
pour réduire à l'équation donnée celle de la courbe décrite par le point 
mobile, il suffira de multiplier tous les termes de cette dernière par 
un certain coefficient qui, en raison de l'usage auquel il sera consacré, 
peut être appelé coefficient de réduction. Cela posé, la comparaison des 
termes semblables des deux équations du second degré fournira seize 
relations distinctes entre le coefficient de réduction et les sept con- 
stantes arbitraires. Donc, après avoir choisi à volonté, non seulement 
le coefficient de réduction, mais en outre l'une des sept constantes 
arbitraires, on pourra déterminer encore les six autres constantes, de 
manière à faire coïncider l'équation de la courbe décrite avec l'équation 
donnée. Il est important d'observer que la comparaison des termes du 
second degré, dans ces deux équations, fournit trois relations entre le 
module, le coefficient de réduction et les deux angles formés par les 
directrices avec l'un des axes coordonnés, par exemple avec l'axe des 
abscisses. Donc le coefficient de réduction étant donné, on peut en dé- 
duire immédiatement le module, ainsi que les angles formés par les 
directrices avec les axes coordonnés. Mais on ne saurait en dire autant 
des coordonnées du foyer, dont l'une peut être arbitrairement choisie, 
et, par suite, sans que la courbe décrite soit altérée, le foyer pourra 
se déplacer arbitrairement sur une courbe nouvelle. Cette courbe nou- 
velle, qu'il est naturel d'appeler la focale, sera elle-même une courbe 
du second degré, dont les axes principaux se confondront avec ceux 
de la courbe décrite par le point mobile. Donc, si celle-ci est une 
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* 

courbe à centre, savoir, une ellipse ou une hyperbole, on pourra on 
dire autant de la focale qui aura le même centre. 

Il est bon d'observer encore que la somme des termes du second 
degré, dans le carré de la distance du point mobile au foyer et dans le 
produit de ses distances aux deux directrices, se réduit au carré de la 
distance qui sépare le point mobile de l'origine, et au produit des dis- 
tances de ce point mobile à deux axes fixes menés par l'origine paral- 
lèlement aux deux directrices, ou du moins à une quantité qui ne peut 
différer de ce produit que par le signe. Cela posé, concevons que, dans 
l'équation donnée, le premier membre se compose de tous les termes 
du second degré, le second terme étant la somme des autres termes. 
Supposons d'ailleurs qu'après avoir divisé le premier membre par le 
coefficient de réduction on en retranche le carré de la distance du 
point mobile à l'origine. Le reste devra représenter, au signe près, le 
produit du carré du module par les distances du point mobile à deux 
axes fixes, menés par l'origine parallèlement aux deux directrices. 
Donc le système de ces deux axes fixes sera représenté par l'équation 
du second degré que l'on obtiendra en égalant le reste dont il s'agit à 
zéro. Il est aisé d'en conclure que les deux directrices correspondantes 
à un même foyer formeront toujours des angles égaux avec chaque 
axe principal de la courbe décrite par le point mobile. Donc, si ces 
deux directrices deviennent parallèles l'une à l'autre, chacune d'elles 
sera perpendiculaire a un axe principal de la courbe. Alors aussi la 
focale se réduira simplement a cet axe, ou, en d'autres termes, les 
divers foyers seront situés sur cet axe. Si, la courbe étant une hyper- 
bole, l'axe principal dont il s'agit est celui qui ne rencontre pas la 
courbe, on pourra prendre pour foyer un point quelconque de cet axe. 
Mais si le même axe se réduit au grand axe, ou à l'axe réel d'une 
ellipse, d'une parabole ou d'une hyperbole, alors tout foyer auquel 
correspondront deux directrices perpendiculaires à cet axe ne pourra 
être que l'un des points situés sur le même axe, soit entre les deux 
foyers de l'ellipse décrite, soit au delà du foyer ou des foyers de la 
parabole ou de l'hyperbole. 

ORuvres de C, — S. I, t. VU. t\1 
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Jusqu'ici nous avons tacitement supposé que la focale correspon- 
dante au coefficient de réduction donné était une courbe réelle, et que 
les angles formés par les directrices avec un axe principal de la courbe 
donnée étaient pareillement réels. Alors l'équation du second degré 
qui représente le système des axes fixes, menés par l'origine parallè- 
lement aux directrices, a nécessairement pour premier membre un 
trinôme décomposable en deux facteurs réels du premier degré. Mais 
il peut arriver que la focale devienne imaginaire. 11 peut arriver aussi 
que, la focale étant réelle, le trinôme dont nous venons de parler offre 
pour termes deux quantités de même signe, et se décompose par suite 
en deux facteurs linéaires, mais non réels. Dans ce dernier cas, eu 
égard aux définitions adoptées, les directrices imaginaires corres- 
pondent à des foyers que le calcul indiquait comme existants. Mais, 
pour retrouver des directrices réelles, il suffira de modifier ces défini- 
tions et d'admettre que la distance du point mobile au foyer est le 
produit du module par une longueur dont le carré représente, non plus 
le produit des distances du point mobile aux deux directrices, mais la 
demi-somme des carrés de ces distances. Alors, pour obtenir les équa- 
tions des deux axes menés par l'origine parallèlement aux deux direc- 
trices, il suffira de décomposer le trinôme ci-dessus mentionné en 
deux facteurs imaginaires du premier degré, puis d'égaler à zéro cha- 
cun de ces facteurs, en y remplaçant y^— i par l'unité. 

On prouve aisément que, dans le cas où les deux directrices corres- 
pondantes à un même foyer se coupent, le point d'intersection, consi- 
déré comme pôle de la courbe décrite, a pour polaire une droite pas- 
sant par le foyer. Pour cette raison, nous désignerons désormais sous 
le nom de pôle le point de rencontre de deux directrices non parallèles 
et correspondantes à un foyer donné. 

Lorsque la courbe donnée se réduit à une circonférence de cercle, 
les deux directrices se coupent à angles droits, et par suite la demi- 
somme des carrés des distances du point mobile aux deux directrices 
se réduit à la moitié du carré de la distance comprise entre ce point et 
le pôle. Donc alors les distances du point mobile au foyer et au pôle 
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sont entre elles dans un rapport constant, savoir, dans le rapport du 
module à la racine carrée du nombre 2. Alors aussi, le foyer et le pôle 
se trouvent situés sur un même diamètre de cercle, et l'on est immé- 
diatement ramené à une proposition connue, savoir, qu'une circonfé- 
rence de cercle représente la courbe décrite par un point mobile dont 
les distances à deux points fixes conservent toujours entre elles, le 
même rapport. 

Puisque, pour un coefficient de réduction donné, ou, ce qui revient 
au même, pour un module donné, les deux directrices forment des 
angles déterminés et invariables avec les axes principaux de la courbe 
décrite, il est clair que chacun des deux angles compris entre ces direc- 
trices restera encore invariable, quelle que soit la position du foyer sur 
la focale. Si le plus petit de ces deux angles ne se réduit pas à zéro, les 
deux directrices correspondantes à un même foyer se couperont. Mais 
leur point d'intersection ou le pôle changera de position avec le foyer, 
en se déplaçant à son tour sur une certaine courbe du second degré, 
distincte de la focale. Cette nouvelle courbe, ou le lieu géométrique 
des pôles correspondants à un même coefficient de réduction, est, non 
seulement réelle ou imaginaire en même temps que la focale, mais, de 
plus, elle est toujours de même espèce que la focale, les deux courbes 
se réduisant simultanément à deux ellipses, ou à deux paraboles, ou à 
deux hyperboles. 

Considérons maintenant un point de la courbe donnée qui soit situé 
sur une droite menée par le pôle parallèlement à un axe principal de 
la courbe. Ce point se trouvera placé à égale distance des deux direc- 
trices. Donc le produit de ses distances aux deux, directrices et la 
demi-somme des carrés de ces distances se réduiront à Tune d'elles. 
Donc les distances de ce point au foyer et au pôle seront entre elles 
dans un rapport équivalent au produit du module par le sinus de 
l'angle qu'une directrice forme avec l'axe principal que l'on consi- 
dère. D'autre part, une droite parallèle à cet axe principal renfermera 
généralement deux pôles correspondants à deux foyers que l'on peut 
^f^eler foyers conjugués. Cela posé, il est clair que la distance de ces 
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deux pôles sera dans un rapport constant avec la somme des rayons 
vecteurs menés des deux foyers au point dont il s'agit, et se réduira au 
produit qu'on obtient quand on multiplie cette somme par le module 
et par le sinus de l'angle que forme une directrice avec l'axe principal, 
lîlnfin, comme la même droite parallèle à un même axe principal coupe 
généralement la courbe donnée en deux points, on peut affirmer que 
les sommes des rayons vecteurs menés des foyers conjugués à l'un et 
à l'autre de ces deux points seront égales entre elles. Ajoutons que, en 
chacun de ces points, comme il est aisé de le prouver, les deux rayons 
vecteurs formeront des angles égaux avec la normale à la courbe 
donnée. 

Pour réduire à une forme très simple l'équation de la courbe donnée, 
il suffit de faire coïncider les axes coordonnés supposés rectangulaires, 
ou du moins l'axe des abscisses, avec les axes principaux ou avec l'axe 
principal de cette courbe, et de prendre en même temps pour origine 
le centre de la courbe, si elle en a un, ou son sommet dans le cas con- 
traire. Alors, si l'on fait passer dans le premier membre de l'équation 
tous les termes du second degré, ce premier membre renfermera seu- 
lement les carrés des coordonnées ou le carré de l'ordonnée, chacun 
de ces carrés étant multiplié par un coefficient constant, et le second 
membre étant une quantité constante ou proportionnelle à l'abscisse. 
Alors aussi, en prenant l'unité pour coefficient de réduction, on 
obtiendra facilement le module, l'équation de la focale et l'équation 
du lieu géométrique des pôles à l'aide des règles très simples que 
nous allons énoncer. 

1° Pour obtenir le module, il suffira de retrancher du premier 
membre de l'équation donnée le carré de la distance du point mobile 
à l'origine. Les valeurs numériques des coefficients que renfermera le 
reste ainsi trouvé donneront pour somme le carré du module. Par 
conséquent, ce carré ne sera autre chose que la somme des valeurs des 
différences qu'on formera en retranchant successivement de l'unité 
les coefficients qui affectent les carrés des coordonnées dans le pre- 
mier membre de l'équation proposée. De plus, pour obtenir les équa- 
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lions des axes fixes menés par l'origine parallèlement aux directrices, 
il suffira de décomposer le reste en deux facteurs linéaires et d'égaler 
ces deux facteurs à zéro, en ayant soin d'y remplacer, s'ils deviennent 
imaginaires, y^— i par l'unité. 

2** Pour obtenir l'équation de la focale, il suffira, si la courbe 
donnée est une ellipse ou une hyperbole, de diviser, dans le premier 
membre de l'équation proposée, le coefficient du carré de chaque 
coordonnée par l'unité diminuée de ce même coefficient. Si la courbe 
donnée est une parabole, on devra de plus, dans le second membre de 
l'équation proposée, soustraire de l'abscisse du point mobile la moitié 
du coefficient de cette abscisse. 

3"* Pour obtenir, au lieu de l'équation de la focale, l'équation du 
lieu géométrique des pôles, il suffira de changer la division et la sous- 
traction ci-dessus indiquées en multiplication et en addition. 

En vertu des règles que nous venons d'énoncer, si la courbe pro- 
posée est une ellipse réelle ou une hyperbole, la focale et le lieu géo- 
métrique des pôles seront encore deux ellipses réelles ou deux hyper- 
boles, à moins que, le second membre de l'équation donnée étant 
positif, le terme positif ou les termes positifs du premier membre 
n'offrent des coefficients supérieurs k l'unité. 

Si la courbe proposée se transforme en une parabole, la focale et le 
lieu géométrique des pôles seront toujours deux autres paraboles qui 
offriront des sommets situés à égales distances du sommet de la pre- 
mière. 

Enfin, si, dans l'équation proposée, le carré de Tune des coordon- 
nées a pour coefficient l'unité, les deux directrices correspondantes k 
un même foyer deviendront parallèles entre elles et perpendiculaires 
k un même axe principal. Alors aussi, comme on devait s'y attendre, 
l'équation de la focale se trouvera réduite a Téqualion de cet axe prin- 
cipal. Quant au lieu géométrique des pôles, il n'y aura plus lieu de 
s'en occuper, puisque les pôles ou les points de rencontre des direc- 
trices parallèles disparaîtront évidemment. 

Il est juste d'observer qu'un Mémoire de M. Chasles, inséré dans le 
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Tome III du Journal de M. Liouçille, renferme une partie des résultats 
jusqu'ici énoncés, savoir, ceux qui se rapportent au cas où une courbe 
du second degré est considérée comme engendrée par un point mobile 
dont la distance à un point fixe reste proportionnelle à la moyenne 
géométrique entre les distances de ce point à deux axes fixes. 

Si nous nous sommes arrêtés quelques instants à la considération 
des foyers, des directrices, des pôles et des focales qui correspondent 
k divers modules pour une courbe donnée du second degré, c'est que, 
ces notions une fois établies, il devient très facile de saisir et même 
do démontrer les nouvelles propriétés des surfaces du second ordre 
auxquelles M. Amyot a été conduit par les recherches consignées dans 
le Mémoire dont nous avions à rendre compte. 

Dans ce Mémoire, l'auteur rappelle d'abord qu'une courbe quel- 
conque du second degré peut être engendrée par un point mobile 
dont les distances à un foyer et à un axe fixe situés dans le même plan 
restent proportionnelles l'une à l'autre; puis, en cherchant un mode 
de génération analogue pour les surfaces du second ordre, il observe 
que, pour obtenir l'équation la plus générale de ces surfaces, il sufRt 
de poser la question suivante : 

Quel est le lieu géomélrique décrit dans V espace par un point mobile 
dont la distance à un centre fixe offre un carré constamment propor- 
tionnel au rectangle construit sur les distances du même point à deux 
plans fixes donnés. 

M. Amyot appelle/ojer le centre fixe, plans directeurs les deux plans 
fixes, a^e directeur la droite d'intersection de ces deux plans; puis, en 
résolvant le problème que nous venons d'énoncer, il parvient a des 
résultats qui paraissent dignes d'attention et que nous allons indiquer 
en peu de mots. 

D'abord, il est aisé de reconnaître, avec M. Amyot, qu'au problème 
énoncé répond une équation du second degré, par conséquent une 
équation qui représente une surface du second ordre. En effet, les 
axes coordonnés étant supposés rectangulaires entre eux, la distance 
du point mobile à chaque plan directeur se trouvera représentée par 
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la valeur numérique d'une certaine fonction linéaire des coordon- 
nées X, y, s du point mobile, c'est-à-dire par cette fonction linéaire 
prise avec le signe -+-, si le point mobile est situé par rapport au plan 
directeur du même côté que l'origine, et avec le signe — dans le cas 
contraire. Cela posé, appelons module le rapport constant qui doit 
exister entre la distance du point mobile au foyer et la moyenne géo- 
métrique entre ses distances aux deux plans directeurs. Le produit de 
ces dernières distances par le carré du module se trouvera représenté 
par la valeur numérique d'une certaine fonction du second degré, 
c'est-à-dire par cette fonction prise avec le signe -+-, si le point mobile 
est situé, par rapport aux deux plans directeurs à la fois, du mémo 
côté que l'origine ou du côté opposé, prise avec le signe — dans le 
cas contraire; et, comme pour obtenir l'équation de la surface décrite 
par le point mobile, il suffira d'égaler ce produit à la fonction du 
second degré qui représentera le carré de la distance du point mobile 
au foyer, il est clair qu'on se trouvera définitivement conduit à une 
équation du second degré. Nous pouvons même ajouter que cette équa- 
tion, qui renfermera un double signe, représentera en général deux 
surfaces du second ordre distinctes l'une de l'autre. 

Concevons maintenant que l'on veuille faire coïncider l'une de ces 
surfaces avec une surface du second ordre, de forme déterminée. La 
question reviendra évidemment à choisir le foyer, les plans directeurs 
et le module, de telle sorte que l'équation obtenue s'accorde avec une 
équation donnée du second degré entre a:, j, s. D'ailleurs, une équa- 
tion du second degré entre trois variables renferme généralement dix 
termes dont les coefficients peuvent être quelconques. D'autre part, 
l'équation de la surface décrite par le point mobile renfermera dix. 
constantes arbitraires qui pourront être censées représenter les trois 
coordonnées du foyer, les six coordonnées des pieds des deux perpen- 
diculaires abaissées de l'origine sur les deux plans directeurs et le 
module. Enfin, pour réduire à l'équation donnée celle de la surface 
décrite par le point mobile, il suffira de multiplier tous les termes de 
cette dernière par un certain coefficient qui, en raison de l'usage 
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auquel il sera consacré, peut être appelé coefficient de réduction. Cela 
posé, la comparaison des termes semblables des deux équations du 
second degré fournira dix relations distinctes entre le coefficient de 
réduction et les dix constantes arbitraires. Il est bon d'observer que 
la comparaison des termes du second degré, renfermés dans l'une et 
l'autre équation, fournira en particulier six relations entre le coeffi- 
cient de réduction, le module et les quatre angles formés par les deux 
plans directeurs avec deux des plans coordonnés. Donc, pour la sur- 
face donnée du second ordre, ce coefficient, ce module et ces quatre 
angles se trouveront complètement déterminés. Mais on ne pourra en 
dire autant des coordonnées du foyer, dont l'une pourra être arbitrai- 
rement choisie, et par suite, sans que la surface décrite soit altérée, 
le foyer pourra se déplacer sur une certaine courbe. M. Amyot prouve 
que cette courbe, qu'il nomme avec raison \^ focalcy est toujours ren- 
fermée dans un des plans principaux de la surface du second ordre. Il 
observe qu'a chaque position du foyer correspond une position parti- 
culière de l'axe directeur, et nomme synfocale la courbe décrite dans 
le plan de la focale par le pied de cet axe. Il fait voir que la focale et 
la synfocale sont toujours deux sections de même espèce, qui offrent 
le même axe principal quand elles se réduisent à deux paraboles et, 
dans le cas contraire, les mêmes axes principaux, par conséquent le 
même centre; cet axe, ou ces axes, étant aussi l'axe principal ou les 
axes principaux de la section faite par le plan des deux courbes dans 
la surface du second ordre. Il prouve enfin que les deux plans direc- 
teurs, correspondants a chaque foyer, sont perpendiculaires au plan 
de la focale, et forment avec les axes principaux de cette courbe des 
angles égaux; puis il discute les équations des focales et des synfo- 
cales que peuvent renfermer les divers plans principaux d'une surface 
du second ordre, et il arrive en particulier aux conclusions suivantes : 
La focale et la synfocale sont généralement réelles sur deux plans 
principaux d'une surface quelconque de second degré, et toujours 
imaginaires sur le troisième pour les surfaces qui offrent trois plans 
principaux. 
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La détermination et la construction de la focale peuvent s'effectuer 
facilement dans chaque cas. Supposons, pour fixer les idées» que la 
surface donnée soit un ellipsoïde. Alors, sur le plan du plus grand et 
du plus petit axe, la focale sera un hyperbole qui aura pour foyers 
et pour sommets les foyers des deux ellipses principales, dont l'axe 
commun coïncidera en direction avec l'axe même de la focale. Quant 
à la synfocale, elle aura pour asymptotes deux droites qui formeront 
avec les asymptotes de la focale un système de diamètres conjugués 
appartenant à Tune des deux ellipses, savoir : à l'ellipse située dans 
leur plan , et elle aura pour sommets, non plus les deux foyers de 
l'autre ellipse, mais les deux plans correspondants k ces foyers. 

Étant données la focale et la synfocale que renferme un plan prin- 
cipal d'une surface du second ordre, si l'on coupe à la fois la synfocale 
et la surface par un nouveau plan parallèle à un autre plan principal, 
la section faite dans la surface ne pourra offrir un centre, en se con- 
fondant avec une ellipse ou une hyperbole, sans que la synfocale offre 
le même centre. Donc alors le plan sécant rencontrera la synfocale en 
deux points auxquels correspondront deux foyers distincts, que l'on 
peut nommeT ai\ec M. Xmyot foyers conjugués. Or, comme l'auteur le 
démontre, l'ellipse ou l'hyperbole qui représentera la section faite 
dans la surface du second degré, et les deux foyers conjugués, joui- 
ront des deux propriétés suivantes : 

I** Les deux rayons vecteurs, menés des deux foyers conjugués k un 
point de l'ellipse ou de l'hyperbole, offriront une somme ou une diffé- 
rence constante; 

2® Ces deux rayons vecteurs formeront des angles égaux avec la 
normale menée par le même point k la surface du second ordre. 

La seconde de ces propriétés fournit évidemment un moyen général 
et fort simple de construire en un point donné une normale k une sur- 
face quelconque du second ordre. 

Une remarque importante k faire, c'est que les plans directeurs, tels 
qu'ils ont été définis par M. Amyot, peuvent devenir imaginaires, lors 
même que la focale et la synfocale sont réelles. Ainsi en particulier, 
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suivant l'auteur du Mémoire, les plans directeurs deviennent imagi- 
naires pour toutes les surfaces susceptibles d'être engendrées par une 
ligne droite, et, pour les autres surfaces, ces plans ne sont réels que 
relativement à l'une des deux focales. 

Les calculs par lesquels M. Amyot a été conduit aux diverses propo- 
sitions énoncées dans son Mémoire, et spécialement à celles que nous 
avons rappelées, sont exacts et assez simples. Toutefois on peut les 
simplifier encore, les généraliser même, et arriver à des propositions 
nouvelles à l'aide des considérations suivantes : 

Considérons, dans l'espace, la surface décrite par un point mobile 
dont la distance à un centre fixe est dans un rapport constant, ou bien 
avec la moyenne géométrique entre ses distances à deux plans fixes, 
ou bien encore avec la racine carrée de la demi-somme des carrés de 
ces distances. Nommons, dans l'un et l'autre cas, foyer le centre fixe, 
plans directeurs les deux plans fixes, et module le rapport constant dont 
il s'agit. La surface engendrée par le point mobile sera évidemment 
une surface du second ordre, ou plutôt le système de deux semblables 
surfaces. D'ailleurs on peut supposer, ou que les deux plans fixes 
soient parallèles entre eux, ou qu'ils se coupent suivant un certain 
axe : dans la première supposition, la surface engendrée sera évidem- 
ment une surface de révolution, l'axe de révolution étant la perpendi- 
culaire menée par le foyer aux deux plans directeurs. II y a plus : si, 
par l'axe de révolution on fait passer un plan quelconque, la section 
méridienne suivant laquelle ce plan coupera la surface, et les deux 
droites suivant lesquelles il coupera les plans directeurs, seront une 
courbe du second degré et les deux directrices de cette courbe corres- 
pondantes au foyer et au module donné. 

Lorsque les deux plans directeurs, au lieu d'être parallèles entre 
eux, se couperont suivant un certain axe, le plan mené par le foyer 
perpendiculairement à cet axe partagera évidemment la surface du 
second degré en deux parties symétriques, et sera par suite un plan 
principal de cette surface. Il y a plus : la section faite dans la surface 
par ce plan, les deux droites suivant lesquelles il coupera les plans 
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directeurs, et le point d'intersection de ces deux droites, seront évi- 
demment une section principale de la surface, deux directrices do 
cette section principale correspondantes au foyer et au module dor>né, 
enfin un pôle de la même section correspondant au même foyer. Ce 
n'est pas tout : si Ton conçoit que ce pôle devienne le sommet d'un 
cône circonscrit à la surface du second degré , le plan de la courbe 
suivant laquelle le cône touchera la surface, c'est-à-dire le plan polaire 
correspondant au pôle dont il s'agit, renfermera toujours le foyer. 
Pour cette raison, le pôle de la section principale ci-dessus men- 
tionnée pourra être aussi appelé un pôle de la surface correspondant 
au foyer donné. 

Concevons maintenant qu'il s'agisse de trouver, non plus la surface 
correspondante à un foyer, à un module et à des plans directeurs 
donnés, mais les foyers, les pôles et les plans directeurs correspon- 
dants à une surface donnée. Alors on déduira immédiatement des 
définitions que nous avons adoptées, et des observations que nous 
venons d'y joindre, les conclusions suivantes : 

i** Les foyers et les pôles de la surface donnée du second ordre 
seront en même temps les foyers et les pôles d'une section faite dans 
cette surface par l'un des plans principaux, ou, ce qui revient au 
même, les foyers et les pôles d'une section principale, pour un mo- 
dule égal au module de la surface. Par conséquent les focales et les 
synfocales de la surface se confondront avec les focales qui renferme- 
ront les foyers des sections principales correspondantes à ce module, 
et avec les lieux géométriques des plans de ces mêmes sections. 

2® Pour un foyer donné dans le plan d'une section principale, les 
plans directeurs se confondront avec les plans menés par les deux 
directrices de cette section perpendiculairement à son plan. Par suite, 
quand la focale sera réelle, les plans directeurs seront eux-mêmes 
toujours réels, ce qui n'avait pas lieu quand on adoptait exclusive- 
ment dans tous les cas les définitions données par M. Amyot. 

3** L'une des propriétés les plus remarquables des sections faites 
dans la surface par des plans parallèles aux plans principaux, cette 
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propriété qui consiste en ce que les rayons vecteurs menés de deux 
foyers conjugués aux différents points d'une semblable section offrent 
une somme ou une différence constante, sera, dans tous les cas, une 
conséquence immédiate des définitions mêmes que nous avons adop- 
tées, et cette propriété se démontrera synthétiquement à l'aide des 
seuls raisonnements dont nous avons fait usage pour établir les pro- 
positions qui se rapportent aux foyers conjugués des courbes du 
second degré. 

4® Si la surface donnée se réduit à une surface de révolution qui ait 
un centre, c'est-à-dire à un ellipsoïde ou à un hyperboloide de révo- 
lution, et si de plus le foyer donné est situé dans le plan principal mené 
par le centre perpendiculairement à l'axe de révolution, les deux plans 
directeurs se couperont à angles droits. Par suite, les distances d'un 
point de la surface au foyer et a l'axe directeur seront entre elles dans 
un rapport constant dont le carré sera la moitié du carré du module. 
Cette dernière proposition se déduit encore immédiatement de la pro- 
position analogue qui se rapporte à une circonférence de cercle. 

M. Amyot observe avec raison que, chercher un foyer d'une surface 
du second ordre, c'est tout simplement chercher un point tel que le 
carré de sa distance à un point quelconque de la surface soit décom- 
posable en deux facteurs réels ou imaginaires, mais représentés par 
des fonctions linéaires des coordonnées de ce dernier point. Il aurait 
pu ajouter qu'étant donnée une équation du second degré dont le der- 
nier membre se réduit à zéro, avec un foyer d'une surface représentée 
par cette équation, il suffira toujours de retrancher du premier 
membre, considéré comme fonction des coordonnées x^y^ s d'un point 
mobile, le produit du coefficient de réduction par le carré de la dis- 
tance du point mobile au foyer donné, pour obtenir un reste décom- 
posable en deux facteurs linéaires, réels ou imaginaires. Observons 
encore que, pour trouver les équations des deux plans directeurs cor- 
respondants au foyer donné, il suffira d'égaler ces deux facteurs 
linéaires à zéro, après y avoir remplacé, s'ils deviennent imaginaires, 
v^— 4 par l'unité. 
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Si le premier membre de l'équation donnée renferme seulement les 
termes du second degré, les autres termes étant tous réunis dans le 
second membre, alors, en retranchant du premier membre divisé par 
le coefficient de réduction le carré de la distance du point mobile à 
l'origine, on obtiendra un reste qui représentera, au signe près, le 
produit du carré du module par les distances du point mobile à deux 
plans fixes, menés par l'origine parallèlement aux plans directeurs, 
ou par la demi-somme des carrés de ces distances. Donc, pour trouver 
les équations de ces deux plans fixes, il suffira de décomposer le reste 
obtenu en deux facteurs linéaires et d'égaler ces facteurs à zéro, en 
ayant soin d'y remplacer, quand ils deviendront imaginaires, y/— i 
par l'unité. 

Pour réduire à une forme très simple l'équation de la surface donnée, 
il suffit, comme l'on sait, de faire coïncider les trois plans coordonnés 
supposés rectangulaires, ou du moins les deux plans qui renferment 
l'axe des x, avec les plans principaux de la surface, et de prendre en 
même temps pour origine le centre de la surface, si elle en a un, ou 
son sommet, dans le cas contraire. Alors, si l'on fait passer dans le 
premier membre de l'équation tous les termes du second degré, ce 
premier terme renfermera seulement les carrés des trois coordonnées 
^fXf 5» ou des deux coordonnées j, z, multipliés chacun par un coef- 
ficient constant, et le second membre sera une quantité constante ou 
proportionnelle à l'abscisse a:. D'ailleurs, comme en retranchant de cç 
premier membre le coefficient de réduction multiplié par la somme de 
ces carrés on devra faire disparaître au moins l'un d'entre eux, le coef- 
ficient de réduction devra toujours se réduire à l'un des trois coef- 
ficients par lesquels ces carrés se trouvent multipliés dans le premier 
membre. 

Il importe d'observer qu'on peut toujours supposer, non seulement 
l'équation de la surface du second ordre réduite à la forme très simple 
dont nous venons de parler, mais de plus le coefficient du carré de 
l'ordonnée 5 réduit, dans cette même équation, à l'unité. Or, dans cette 
supposition, pour tout foyer compris dans le plan des a:, 7, le coeffi- 
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cient de réduction sera évidemment l'unité. Donc alors, pour obtenir 
la focale et la synfocale de la surface, renfermées dans le plan principal 
des X, y y il suffira de chercher la focale et le lieu géométrique des 
pôles de la section principale faite dans la surface par ce plan, en pre- 
nant d'ailleurs pour coefficient de réduction Tunité même. D'ailleurs 
ce dernier problème est précisément celui que nous avons déjà résolu 
en nous occupant des foyers et des pôles des courbes du second degré. 
Donc, à l'aide des règles que nous avons tracées, on pourra déterminer 
la focale et la synfocale renfermées dans le plan des x^ j, qui peut 
être l'un quelconque des plans principaux de la surface donnée. De 
cette seule observation l'on déduit immédiatement divers théorèmes 
que M. Amyot a énoncés, et qui sont relatifs aux foyers, aux pôles, aux 
focales et aux synfocales d'une surface quelconque du second ordre. 

Nous avons vu que, dans le cas où l'équation d'une surface du 
second ordre se trouve réduite à sa forme la plus simple et, par suite, 
renferme seulement trois termes du second degré respectivement pro- 
portionnels aux carrés des trois coordonnées, avec un terme constant 
ou proportionnel à l'abscisse, les coefficients de ces carrés sont préci- 
sément les trois valeurs du coefficient de réduction. D'autre part, étant 
donnée l'équation d'une surface du second ordre, un changement de 
coordonnées rectangulaires, produit par une rotation des axes autour 
de l'origine, ne saurait altérer ni les valeurs du module et du coeffi- 
cient de réduction, ni la somme des carrés des coordonnées d'un point 
mobile. Cela posé, on peut évidemment, de ce qui a été dit ci-dessus, 
conclure, avec M. Amyot, que, pour une surface représentée par une 
équation donnée du second degré, les trois valeurs du coefficient de 
réduction sont les trois racines de l'équation auxiliaire à laquelle on 
est conduit lorsque, sans déplacer l'origine, on fait tourner les axes de 
manière à chasser de Téquation de la surface les produits des coor- 
données. 

Au reste, comme l'a fait voir M. Amyot, on peut établir la proposi- 
tion que nous venons de rappeler, par une démonstration directe, 
fondée sur un théorème d'Analyse qui mérite d'être remarqué. Ce 
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théorème, réduit à sa plus simple expression, se trouve renfermé lui- 
même dans un autre théorème plus général qu'on peut énoncer comme 
il suit : 

Théorème I. — Étant données n quantités variables, si Von forme 
n fractions dont chaque terme se réduise à une fonction linéaire de ces 
variables et s'évanouisse avec elle y ces fractions seront généralement liées 
les unes aux autres par une seule équation rationnelle. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit d'observer que, si l'on repré- 
sente chaque fraction par une lettre, les/z fractions se trouveront liées 
aux n quantités variables par n équations que l'on pourra rendre 
linéaires par rapporta ces mêmes quantités. Or ces équations, divisées 
par l'une des quantités dont il s'agit, ne renfermeront plus que les 
n fractions et /i — i rapports variables. En éliminant ces rapports on 
obtiendra une seule relation entre les fractions diverses. 

Le théorème que nous venons de rappeler comprend évidemment le 
suivant : 

Théorème II. — Plusieurs quantités variables étant rangées dans un 
certain ordre sur une circonférence de cercle, si, après avoir divisé la dif- 
férence de deux variables consécutives par leur somme, on ajoute la frac- 
tion ainsi obtenue à V unité, le produit des sommes de cette espèce ne 
variera pa^ lorsque dans ce produit chaque fraction changera de signe. 

Pour démontrer ce dernier théorème, il suffît d'exprimer à l'aide 
des diverses fractions les rapports entre les diverses variables prises 
consécutivement et deux à deux, puis d'observer que le produit de tous 
ces rapports se réduit à l'unité. 

En supposant les variables données réduites à trois, on déduit aisé- 
ment du théorème précédent l'équation du troisième degré qui a pour 
racines les trois valeurs du coefficient de réduction correspondantes k 
une surface donnée du second ordre, et Ton reconnaît, avec M. Amyot : 
I** que cette équation du troisième degré se confond avec l'équation 
auxiliaire dont nous avons parlé; 2^ qu'elle se présente sous la forme 
qui lui a été donnée par M. Jacobi et qui met en évidence la réalité 
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des trois racines. Ajoutons qu'à chaque racine de Téquation auxiliaire 
correspond généralement un plan principal de la surface, et que dans 
l'équation de ce plan le coefficient de chaque terme peut être exprimé, 
comme Fa remarqué M. Amyot, en fonction rationnelle de cette 
racine. 

M. Amyot termine son Mémoire en appliquant les principes qu'il 
avait établis à la discussion dos surfaces du second ordre, que repré- 
sentent des équations données. 

Nous en avons dit assez pour faire sentir l'intérêt qui s'attache aux 
recherches de M. Amyot sur les surfaces du second ordre. Nous pen- 
sons que des remercîments sont dus à l'auteur pour la communication 
du Mémoire où elles se trouvent exposées, et que ce Mémoire est digne 
d'être approuvé par l'Académie. 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptées. 

Nota. — A ce Rapport se trouvent jointes quelques Notes que le 
rapporteur a composées, dans le dessein de mieux faire saisir l'objet 
de quelques réflexions consignées dans le Rapport, et l'extension qui 
peut être donnée à quelques-uns des théorèmes établis par M. Amyot. 



208. 

(ÎKOMÉTRiE ANALYTIQUE. — Notes annexées au Rapport sur le Mémoire 

de M. Amyot. 

G. R., T. XVI, p. 798 (17 avril 1843). 

NOTE PRBHIÈRB. 

Sur t'expression des distances d'un point mobite à un centre fixe 

et à un plan fixe. 

Supposons les divers points de l'espace rapportés à des coordonnées 
rectangulaires. 
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Soient 

a?, j, z les coordonnées d'un point mobile; 

X, y, z celles d'un centre fixe; 

r la distance entre les deux points. 

On aura 

(1) r=[(:r-x)«4-(7~y)*-h(^-z)«]% 

par conséquent 

(2) r«=: (^ - x)«+ (7 ~ yy-h(z - z)». 

Soient maintenant 

k la longueur de la perpendiculaire OA abaissée de l'origine sur un 
plan fixe ; 

a, 6, Y les cosinus des angles formés par la droite OA avec les demi- 
axes des coordonnées positives; 

Ç, Y), ^ les coordonnées d'un point situé dans le plan fixe ; 

p le rayon vecteur mené du point mobile (x,y,z) au point fixe 

S l'angle aigu ou obtus formé par ce rayon vecteur avec la droite OA. 

Les cosinus des angles formés par ce même rayon vecteur avec les 
demi-axes des coordonnées positives seront 



P P P 



et l'on aura, par suite, 



cosdr= a^^:^ -hê^^LHZ 4- y ^ 



P P ' P 

(3) pcoS(î = a(Ç — a7)4-6(Yî— y)4-y(Ç — ^). 

Si le point (x,y, z) devient l'origine même, alors, l'angle S étant 
aigu, le produit p cosS sera positif et se réduira évidemment à la lon- 
gueur désignée par k. On aura donc 

(4) Ar = «1 4- 6yî -h yÇ, 

0£wrea de C, — S. l, t. VU. ' 44 
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en sorte que la formule (3) pourra être réduite à 

(5) pcosô=rA' — ax — 6j — y«. 

Soit maintenant t la distance du point {oc,y^ z) au plan fixe. On 

aura 

t=:ii:pcosô 

et, par suite, 

(6) t =: zh (A- - «a? - SjK - yz\ 

le double signe ± devant être réduit au signe -f- ou au signe —, 
suivant que Tangle S sera aigu ou obtus, c*est-à-dire, en d'autres 
termes, suivant que le point (^, j, 5) se trouvera situé, par rapport 
au plan fixe, du même côté que Torigine ou du côté opposé. 
Si le point (^,y, z) appartient au plan fixe, la distance 

t=izt:pcos5 

s'évanouira. Donc, en vertu des formules (3) et (6), Téquation du 
plan fixe sera 

(7) aU-x)4-S(tî-^)4-y(Ç-5) = ô 
ou 

(8) ax'\-&y->ryz=ik. 

Si le point (Ç, yj, X,) se confond avec le pied de la perpendiculaire 
abaissée de Torigine sur le plan fixe, on aura 

et l'équation (7) deviendra 

(9) U^-^)-h-n{n^y)^K(Z^z)=:o. 

Telle est la forme très simple sous laquelle se présente l'équation d'un 
plan lorsque les constantes renfermées dans cette équation se ré- 
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duisent aux trois coordonnées du pied de la perpendiculaire abaissée 
de l'origine sur ce plan. 

Si Ton transformait les coordonnées rectangulaires en coordonnées 
obliques, les degrés des fonctions de x^ j, z renfermées dans les 
seconds membres des équations (2) et (6) ne varieraient pas, et la 
valeur de t resterait toujours affectée du double signe ±. En consé- 
quence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si Von fait usage des coordonnées rectilignes a:, j, 5, 
le carré de la distance d'un point mobile (ar, y^ 5) à un centre fixe sera 
représenté par une fonction du second degré des coordonnées x^ y^ z. De 
plus, la distance d'un point mobile à un plan fixe sera représentée par la 
i^aleur numérique d*une fonction linéaire des coordonnées, sas^oir, par 
cette fonction prise as^ec le signe -+- si le point mobile est situé par rapport 
au plan fixe du même côté que l'origine, et prise açec le signe — dans le 
cas contraire. 

En supposant le point mobile renfermé dans un plan, on verrait le 
théorème qui précède se réduire au suivant : 

Théorème II. — Si, dans un plan, on fait usage de coordonnées rec- 
tilignes x, j, le carré de la distance d'un point mobile (x, y) à un centre 
fixe sera représenté par une fonction du second degré des coordonnées a?, 
y. Déplus, la distance du point mobile à un axe fixe sera représentée par 
la valeur numérique d'une fonction linéaire des coordonnées , savoir, par 
cette fonction prise avec le signe -h si le point mobile est situé par rapport 
à l'axe fixe du même côté que r origine, et prise avec le signe — dans le 
cas contraire. 

Observons encore que l'équation (2) entraîne immédiatement la pro- 
position suivante: 

Théorème III. — Les coordonnées étant supposées rectilignes dans un 
plan ou dans l'espace, la différence entre les carrés des distances d'un point 
mobile à deux centres fixes sera toujours représentée par une fonction 
linéaire des coordonnées de ce point. 
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NOTE DElXibfE. 

Sur les plans tangentSy les plans polaires, les plans diamétraux 
et les centres des surfaces du second ordre. 

Considérons une surface du second ordre, c'est-à-dire une surface 
représentée par une équation du second degré ou de la forme 

A j?*H- B/*-h C^'-h aDy^ 4- 2E5J? 4- aFj7^ -h 2Gj? -H aHy 4- 2lj5 = K, 

X, y, z désignant des coordonnées rectilignes, et A, B, C, D, E, F, G, 
H, I, K des coefficients constants. Si Ton pose, pour abréger, 

8 = Ax»H-B/*-hC5*-haD^5-HaE5a;4-2Fj;/-h2Gx-h2Hy-h2l5--K, 

l'équation de cette surface sera réduite a celle-ci 

(1) S = o. 
Soient maintenant 

les coordonnées courantes d'un plan tangent à la surface. L'équation 
du plan tangent sera de la forme* 

(2) (^_^)D^S-t-(r)-j^)Dj.S-H(C-::)D,S = o, 

x,y^ z étant les coordonnées du point de contact. Si ce plan tangent 
devient parallèle a l'axe des x^ on vérifiera l'équation (2) en posant 

et l'on aura, par suite, 

DarS = 0. 

Cette dernière équation, étant du premier degré par rapport aux coor- 
données X, y y 5, représentera, si l'on y considère ces coordonnées 
comme variables, un nouveau plan qui devra renfermer tous les points 
de contact de la surface donnée avec les plans tangents parallèles à 
l'axe des x et, par conséquent, la courbe de contact de cette surface 
avec celle du cylindre circonscrit dont la génératrice serait parallèle à 
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l'axe des x. Ce nouveau plan sera donc un plan diamétral. On obtiendra 
de la même manière les trois plans diamétraux qui renfermeront les 
courbes de contact de la surface donnée avec celles des cylindres cir- 
conscrits dont les arêtes seraient parallèles aux trois axes coordonnés, 
et Ton reconnaîtra que ces trois plans diamétraux sont représentés 
par les trois équations 

(3) Da:S=:0, Dy S = O, D-S^O. 

Ajoutons que les droites suivant lesquelles ces plans diamétraux se 
couperont deux à deux seront celles qui renfermeront les points de 
contact de la surface avec les plans tangents parallèles aux plans coor- 
donnés. 

La surface donnée se réduirait évidemment à une surface conique 
qui aurait l'origine pour sommet, si S devenait une fonction homogène 
du second degré. Dans le même cas, on aurait, en vertu du théorème 
des fonctions homogènes, 

(4) j:DxS4-/Dj.S-h5D.S=:aS. 

Dans le cas contraire, la différence entre les deux membres de l'équa- 
tion (4) ne sera pas identiquement nulle, mais se réduira du moins à 
une fonction linéaire de x, j, z. Donc, pour faire disparaître les termes 
qui, dans l'équation (2), sont du second degré en a?, y, z, il suffira 
toujours d'ajouter au premier membre le double de la fonction S. On 
obtiendra ainsi la formule 

(5) (|-a?)D,:S4-(rî-/)Dj.S4-(Ç^x;)D,S4-2S = o. 

Si; dans cette dernière, qui se déduit immédiatement des for- 
mules (i) et (2), considérées comme existantes simultanément, on 
regarde $, y), X^ comme constantes et a?, j, z comme variables, elle re- 
présentera un plan qui ne pourra être que le lieu des points de contact 
de la surface donnée avec les plans tangents menés à cette surface par 
le point (5, Y), Q. En d'autres termes, l'équation (5) représentera le 
plan de la courbe de contact de la surface donnée avec la surface d'un 
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cône circonscrit qui aurait pour sommet le point (Ç, t], 0» ou ce 
qu'on nomme le plan polaire de la surface correspondant au pôle 

Si le point ($, y), î^) était, non pas extérieur, mais intérieur à la sur- 
face représentée par l'équation (i), on ne pourrait circonscrire à la 
surface donnée un cône qui aurait ce point pour sommet. Toutefois, a 
ce point correspondrait encore un plan représenté par l'équation (5), 
et ce plan serait encore ce qu'on appelle le plan polaire correspondant 
au pôle (Ç, Y), Z). 

Soit maintenant p la distance de l'origine au point (5, yj, î^), et 
posons 

,6, 5 = ., -- = ,. ? = ,. 

Si le point (^, y), l) vient à varier sur un axe fixe mené par l'origine, 
if Y]. ^ varieront proportionnellement à p et, par suite, a, 6, y seront 
trois constantes qui dépendront uniquement des angles formés par 
l'axe fixe avec les axes coordonnés. D'ailleurs, en vertu des for- 
mules (6), l'équation (5) pourra être réduite à la suivante 

aD^rS 4- 6Dj.S -h yDjS = i (^D^^S 4- jD^S -h sD.S — aS), 

et cette dernière, si l'on y suppose p = dz oo, deviendra 

(7) «DarS -h 6Dj.S -h yD. S = o. 

Mais, dans cette même supposition, comme le pôle (Ç, y], î^), c'ost- 
k-dire le sommet du cône ci-dessus mentionné, s'éloigne à une dis- 
tance infinie de l'origine, ce cône se transforme évidemment en un 
cylindre; donc l'équation (7) appartient à la courbe de contact de la 
surface donnée avec la surface d'un cylindre circonscrit dont la géné- 
ratrice est parallèle a une droite menée par l'origine et représentée par 
la formule 
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Il y a plus : l'équation (7) représente le plan de cette courbe, et par 
conséquent un pian diamétral quelconque. 

Si la surface donnée a un centre, ce centre sera le point commun à 
tous les plans diamétraux; donc les coordonnées x, y, z de ce centre 
vérifieront l'équation (7), quelle que soit la droite représentée par la 
formule (8), c'est-à-dire pour tous les systèmes de valeurs que l'on 
peut attribuer, dans cette formule, aux constantes a, 6, y. Il suit immé- 
diatement de cette remarque que le centre de la surface sera déterminé 
par le système des équations (3). 

Si, dans l'équation (i), la fonction S devient indépendante de z, en 
sorte qu'on ait simplement 

l'équation (i) pourra être censée représenter, non plus une surface du 
second ordre donnée dans l'espace, mais une courbe du second degré 
tracée dans le plan des x, y. Alors l'équation (2), réduite à 

(9) ($-a;)D,S + (rî-7)D3.S = o, 

représentera la tangente menée à la courbe par le point {x,y)\ les 
formules (2), réduites aux suivantes 

D^S = o, DySrro, 

détermineront les coordonnées x^ y du centre de la courbe; l'équa- 
tion (5), réduite à 

(10) ($--^)D;rS-h(Yî— /)Dj.S4-2S=io, 

sera linéaire par rapport aux coordonnées a?, y, et représentera la 
polaire correspondante dnipôle (Ç, y]); enfin l'équation 

(11) aD^SH-SDj.S=:o 

sera celle de la droite qui renfermera les points de contact de la courbe 
avec des tangentes parallèles à l'axe fixe que représente l'équation 
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NOTE TROISIÈME. 

Sur diverses propriétés des lignes et des surfaces du premier 
et du second ordre. 

Supposons les différents points d'un plan ou de l'espace rapportés 
à des coordonnées rectilignes. Soient d'ailleurs 



les distances d'un point mobile à des centres fixes, et 

les distances du même point à des plans fixes, ou à dos axes fixes, 
tracés dans le plan donné. 

Si l'on établit entre ces distances une relation quelconque exprimée 
par une équation de la forme 

(i) F(r, /•„ r^, .. ., t, t„ t^, ...)=o, 

le point mobile se trouvera par cela même assujetti à décrire dans le 
plan donné une certaine ligne, ou dans l'espace une certaine surface 
représentée par cette équation. D'autre part, comme on l'a remarqué 
dans la Note I, les carrés des distances 

'•, r„ r„, ... 

seront des fonctions du second degré des coordonnées du point mo- 
bile; mais les difl^érences entre ces carrés et les valeurs numériques 
des distances 

se réduiront à des fonctions linéaires de ces mêmes coordonnées. Cela 
posé, on pourra évidemment énoncer les propositions suivantes : 

Théorème l. — Si r équation (i) établit une relation linémre entre les 
distances 

et les différences respectives des carrés des distances 
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la ligne ou la surfdce engendrée par le point mobile, dans le plan donné 
ou dans V espace, se réduira, soil à une droite ou à un système de plusieurs 
droites, soit à un plan ou à un système de plusieurs plans, la multiplicité 
des plans ou des droites provenant des doubles signes que renfermeront 
les i^aleurs de ï , ï^, x^^ 

Théorème II. — Si l'équation (i), étant du second degré par rapport 
aux distances 

renferme seulement les carrés des premières distances 

la ligne ou la surface engendrée par le point mobile, dans le plan donné 
ou dans V espace, se réduira soit à une section conique ou à un système de 
plusieurs sections coniques, soit à une surface du second ordre, ou à un 
système de plusieurs surfaces du second ordre, la multiplicité des sections 
coniques ou des surfaces du second ordre provenant des doubles signes 
que renfermeront les valeurs de t^x^,x^, 

Il importe d'observer que, dans certains cas particuliers, une ligne 
ou une surface du second degré pourra être simplement représentée 
par une équation linéaire entre les distances 



et quelques-unes des distances 

r, r„ r„, .... 

C'est, en effet, ce qui aura lieu dans les suppositions suivantes : 

Supposons en particulier que, dans un plan donné, t, y, repré- 
sentent les distances d'un point mobile à deux axes fixes. Les équa- 
tions de ces deux axes seront 

et, si les deux axes se coupent, une équation du second degré entre x 
et ï, représentera une ellipse ou une hyperbole. Ainsi, par exemple, 

OEuvrea de C. — S. I, t. VU. 4^ 
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on désignant par c une constante arbitraire, on reconnaîtra que l'é- 
quation 

(2) tv-.C 

représente .une hyperbole dont les deux axes sont les asymptotes. Au 
contraire, l'équation 

(3) i(t«+t?) = c 

représentera évidemment une courbe fermée qui aura pour centre le 
point d'intersection des deux axes. Cette courbe, étant d'ailleurs du 
second degré, se réduira nécessairement à une ellipse. Donc l'ellipse 
jouit de cette propriété remarquable, que par son centre on peut 
mener généralement deux axes tels que les carrés des distances d'un 
point de la courbe à ces deux axes offrent une demi-somme constante. 
Les deux axes dont il s'agit ici sont ceux que nous appellerons les axes 
quadratiques de l'ellipse. 

il importe d'observer que, dans certains cas particuliers, une ligne 
ou une surface du second degré pourra être simplement représentée 
par une équation linéaire entre les distances 



et quelques-unes des distances 

/•, /•„ r„, — 

C'est, en effet, ce qui aura lieu dans les suppositions suivantes : 

i*" Si la distance r du point mobile à un centre fixe est représentée 
par une fonction linéaire des distances 

comprises entre ce point et des axes fixes ou des plans fixes, le carré 
de la première distance sera une fonction du second degré par rapport 
aux autres, et en conséquence chacune des courbes ou surfaces qui 
pourront être engendrées par le point mobile sera du second ordre. 
Il y a plus : pour chacune de ces courbes ou surfaces, la distance /•, 
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étant une fonction linéaire des coordonnées, sera toujours égale à la 
distance qui séparera le point mobile d'un certain axo fixe ou d'un 
certain plan fixe. 

2° On peut immédiatement ramener au cas précédent celui dans 
lequel les distances 

du point mobile a deux centres fixes offrent une somme ou une diffé- 
rence constante. En effet, comme le produit 

toujours représenté par une fonction linéaire des coordonnées, sera en 
conséquence proportionnel à la distance t qui sépare le point mobile 
d'un plan fixe ou d'un axe fixe, il est clair que, dans l'hypothèse 
admise, l'un des facteurs de ce produit sera constant, l'autre propor- 
tionnel à t. Donc la demi-somme de ces facteurs, ou la distance r, se 
réduira simplement à une fonction linéaire de la distance t; donc, si le 
point mobile est renfermé dans un plan, il décrira une section conique. 
Alors le centre fixe sera ce qu'on nomme un foyer de la courbe dé- 
crite, l'axe fixe sera une directrice de cette courbe, enfin le rapport 
entre les distances du point mobile au foyer et à la directrice sera ce 
qu'on nomme V excentricité. 
3" Si les distances 

du point mobile à deux centres fixes sont proportionnelles l'une \\ 
l'autre, les carrés de ces distances seront encore entre eux dans un 
rapport constant et, par suite, le point mobile décrira une courbe ou 
une surface du second degré, qui se réduira même simplement, comme 
il est facile de le voir, à une circonférence de cercle ou à une surface 
sphérique. 

Observons encore que les degrés des courbes ou surfaces engen- 
drées par le point mobile, et représentées par l'équation (i), ne seront 
point altérés si l'on suppose que les distances 
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du point mobile aux axes fixes ou aux plans fixes soient mesurées, non 
plus sur des perpendiculaires à ces axes ou à ces plans, mais sur des 
obliques et parallèlement à des droites données. En effet, admettre une 
telle supposition revient simplement a faire croître, dans un rapport 
donné, chacune des distances t, t^, r^^, 

XOTE QrATRIÈ.ME. 

Sur les foyers et les pôles des lignes et surfaces du second ordre. 

Pour montrer une application des principes énoncés dans la Note 
précédente, supposons que la dislance r du point mobile à un centre 
fixe doive être, dans un plan donné ou dans l'espace, proportionnelle, 
soit à la moyenne géométrique entre les distances t, t, du même point 
à deux axes fixes ou .à deux plans fixes, soit à la racine carrée de la 
demi-somme des carrés de ces distances, et, par conséquent, équiva- 
lente au produit de cette moyenne ou de cette racine carrée par un 
certain coefficient auquel nous donnerons le nom de module. Nom- 
mons foyer le centre fixe, et directrices ou plans directeurs les axes fixes 
ou les plans fixes. Si Ton désigne par le carré du module, la ligne 
ou surface que décrira le point mobile se trouvera représentée ou par 
Téquation 



tt 



/> 



(I) /•»:=9 

OU par Téquation 

et sera, dans l'un et l'autre cas, une ligne ou surface du second degré, 
cette ligne ou surface étant double dans le premier cas, en raison du 
double signe que renfermera la valeur du produit tt^ exprimée en 
fonction des coordonnées du point mobile. D'ailleurs, comme, en 
posant 
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on réduira chacune des équations précédentes a 

(3) r^=9t\ 

il est clair que, pour chacun des points situés sur la ligne ou sur la 
surface du second degré, à égales distances des directrices ou des 
plans directeurs, le rapport des longueurs r, t sera précisément égal 
au module. 

Pour que la ligne ou surface décrite par le point mobile se réduise à 
une ligne ou à une surface du second ordre, représentée par une équa- 
tion donnée 

(4) 8 = 0, 

dans laquelle S désignerait une fonction des coordonnées de ce point 
entière et du second degré, il sera nécessaire et il suffira que cette 
fonction S se réduise au produit de la différence 

r^—9tx, ou /•- (t*4-t?) 

par un facteur constant s que nous nommerons coefficient de rédaction. 
et que l'on ait en conséquence, pour des valeurs quelconques des 
coordonnées, 

(5) S = 5(r«-9tt,) 
OU 



(6) 



S = ^rrî_?(t«-ht?)l. 



Si le point mobile se meut dans l'espace, alors, en nommant 

X, y, z les coordonnées du foyer; 

k, k^ les longueurs des perpendiculaires abaissées de l'origine sur les 
plans directeurs; 

a, Ç, y; a , 6^, y^ les cosinus des angles formés par ces deux perpendi- 
culaires avec les demi-axes des coordonnées positives; 
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on aura, non seulement 

(7) H=:(.r-x)«4-(7-y)»-^(5-z)« 

et 

(S) v = q=(ax-|-o/4-y5 — A:), t, — =p (a,d: -h 6,/ H- y,5 — A-,), 

mais encore 

(9) a*-f-6»H-y*=ri, a? -h £?H- y? = i. 

Alors aussi, l'équation (\) pouvant être présentée sous la forme 

(10) kx^ -^ By^ -^ Cz' -h 2l)ys -i- 2Ezx -{- 2¥jcy ^ 2Gx -h 2\ly -h 2l5~K, 

on pourra supposer 

(11) ^=:\x'-{'Bv^-\-Cz^-\-2\)yz-^-2Ezx-h2V.rr~{-2VMX-h2\ly-h2lz — K; 

et, comme cette valeur de S renferme dix termes distincts, l'équa- 
tion (j) ou (6) établira dix relations distinctes entre les treize con- 
stantes arbitraires 

S, Oy X, y, z, A-, A„ a, €, y, «„ 6,, y,, 

qui pourront être réduites à onze, eu égard aux formules (9). Parmi 
ces relations, celles qui proviendront de la comparaison des termes 
semblables du second degré seront évidemment celles que l'on obtien- 
drait en substituant dans les formules (5), (G) les valeurs de S, r*, 
t et t^ fournies, non plus par les équations (7), (8), (11), mais par les 
suivantes : 

(12) /•' =: a:' -f- V* -{- ^*, 

(i3) t=zz;;i{ccx-h^y-^yz), t, — zf{(x,x-he,y-^y,z), 

(i4) ^i- \x^'^By^-^-Cz^-{-2Dfz-h2Ezx-^-2Fxy. 

Par conséquent six relations distinctes, que Ton pourra joindre aux 
formules (9), lieront entre elles les huit constantes arbitraires 

«, 0, «, ê, y, «„ €„ y„ 

dont chacune se trouvera, par suite, complètement déterminée. Les 
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quatre ^utres relations, qui lieront l'une à l'autre les cinq constantes 

arbitraires 

x> y> z, A", A,, 

ne suffiront pas pour déterminer complètement celles-ci, dont l'une, 
X par exemple, pourra êlre choisie arbitrairement. Donc, pour une 
surface donnée du second ordre, le coefficient de réduction, le module 
et les angles formés par les plans directeurs avec les plans coordonnés 
ont des valeurs déterminées, mais on ne saurait en dire autant du 
foyer, qui peut se déplacer arbitrairement sur une ou plusieurs courbes. 
Il est naturel de donner à ces courbes le nom Ao^ focales, et à la ligne 
d'intersection de deux plans directeurs, lorsque ces deux plans se 
coupent, le nom A'axe directeur. Cela posé, à chaque point d'une 
focale, considéré comme foyer de la surface donnée, correspondra 
généralement un certain système de plans directeurs, et, si ces deux 
plans se coupent, un certain axe directeur. 

Si le point mobile se meut, non plus dans l'espace, mais sur un plan 
donné, alors, ce plan étant pris pour plan des x, j, les équations (7), 
(8), (9), (10), (11) se trouvent remplacées par d'autres équations de 
la forme 

(i5) ,.î^(^_x)«-4-(r~y)S 

(16) t znip (ax -h §7 - k), t, = zp (a,^ 4- 6,7 - k,), 

(17) a'--f-6»=i, a?_^6?==i, 

(18) A^'-f-B7*-+-2Fjc7-4-2Gj;H-2H7 = K, 

(19) S^zAo?*-}- B/*H-2FxK-i-2Gj7-f-2Hy — K, 

dans lesquelles x, y représenteront les coordonnées du foyer, k, ^ les 
longueurs des perpendiculaires abaissées de l'origine sur les deux di- 
rectrices, et a, 6, a , 6, les cosinus des angles formés par ces perpendi- 
culaires avec les demi-axes des coordonnées positives. Alors aussi, 
comme la valeur de S renfermera six termes seulement, l'équation (j) 
ou (6) établira six relations entre les dix constantes arbitraires 

•s ^, X, y, X-, /'„ a, 6, «„ o„ 
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qui pourront être réduites à huit, eu égard aux formules (17). Parmi 
ces relations, celles qui proviendront de la comparaison des termes 
semblables du second degré seront évidemment celles qu'on obtien- 
drait en substituant dans les formules (5), (G) les valeurs de 

S, /•*, t et t, 

fournies, non plus par les équations (i5), (16), (19), mais par les sui- 
vantes : 

(20) r*= j:*-f-jK*, 

(21) t=qi(aar4-êv), t,zz:ip (a, j? -+- 6,7), 

(22) S = A^'-+-B/*-4- 2FX7. 

Par conséquent trois relations distinctes, que Ton pourra joindre aux 
formules (17)» lieront entre elles les six constantes arbitraires 

5, ^, a, 6, a,y 6,, 

dont Tune, s par exemple, restera complètement indéterminée. Mais, 
pour une courbe donnée et pour une valeur donnée du coefficient de 
réduction s, le module et les angles formés par les directrices avec les 
axes coordonnés auront des valeurs déterminées. Quant aux trois au- 
tres relations, qui lieront l'une à l'autre les quatre constantes arbi- 
traires 

elles ne suffiront pas, même après la détermination dont nous venons 
de parler, pour fixer complètement les valeurs de ces quatre con- 
stantes, dont l'une, x par exemple, pourra être choisie arbitrairement. 
Donc, pour une courbe donnée du second ordre et pour un coefficient 
de réduction donné, le foyer pourra se déplacer arbitrairement sur 
une ou plusieurs courbes qu'il est naturel d'appeler focales. D'ail- 
leurs, à chaque point d'une focale, considéré comme foyer de la 
courbe donnée, correspondra généralement un système de directrices, 
dont le point d'intersection, si elles se coupent, se déplacera en même 
temps que le foyer. 
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Revenons maintenant à la surface du second degré représentée par 
l'équation (4), dans laquelle on suppose la valeur de S déterminée par 
la formule (5) ou (6), jointe aux équations (7) et (8). Si l'on prend 
pour plan des a?, y un plan mené par le foyer, perpendiculairement 
aux plans directeurs, on aura, dans les équations (7), (8), 

Par suite, l'équation (7) donnera simplement 

et, comme t, t, deviendront indépendantes de 5, S, considéré comme 
fonction de s, renfermera seulement le carré de s. Donc, le plan des 
X, y partagera la surface du second degré en deux parties symétriques, 
comme on pouvait aisément le prévoir, et sera ce qu'on nomme un 
phn principal de cette surface. Donc, pour une surface quelconque du 
second ordre, chaque focale est nécessairement une courbe plane ren- 
fermée dans un plan principal, et à un point d'une focale considéré 
comme foyer de la surface correspondent deux plans directeurs per- 
pendiculaires à ce plan principal. 

Si le point mobile se meut dans un plan et décrit, en conséquence, 
non plus une surface du second ordre, mais une section conique, alors 
aux formules (7), (8) on devra substituer les formules (i5), (16). Si 
d'ailleurs les deux directrices deviennent parallèles Tune à l'autre, et 
si l'on prend alors pour axe des x la droite menée par le foyer per- 
pendiculairement à chacune d'elles, on aura, dans les équations (i5) 
et (16), 

y --- o, ê =z o, G,=z o. 

Par suite, l'équation (i5) donnera simplement 

et, comme r, t, deviendront indépendantes de y. S, considéré comme 
fonction dey, renfermera seulement le carré de j. Donc l'axe des x 
partagera la courbe du second degré en deux parties symétriques, 

OEuvres rfc T. — S. I, t. VU. 46 
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comme on pouvait aisément le prévoir, et sera un axe principal de 
cette courbe. Donc, lorsque les deux directrices correspondantes à un 
même foyer d'une section conique sont parallèles Tune à l'autre, on 
peut affirmer que ce foyer est situé sur un axe principal, et que les 
deux directrices sont perpendiculaires à cet axe. 

Concevons maintenant qu'à un foyer donné d'une surface du second 
ordre ou d'une section conique correspondent deux plans directeurs 
ou deux directrices qui se coupent. Désignons d'ailleurs par $, y;, ^, 
lorsque le point mobile se meut dans l'espace, et par Ç, y], lorsqu'il se 
meut dans un plan, les coordonnées d'un point quelconque de Vojce 
directeur, c'est-à-dire de l'axe suivant lequel se coupent les plans 
directeurs, ou du point unique commun aux deux directrices. En 
vertu de la formule (4) de la Note première, on pourra, si le mobile 
se meut dans l'espace, joindre aux équations (8) les deux suivantes 

(23) A- := «P -f- êrî -^ yÇ, k- a^ + 6,yî 4- y,î, 

et, par conséquent, les équations (8) donneront 

-,=^«(^-0 + 6(7- Y))-+-y(5 -Ç). 



(24) 

Cela posé, si l'on représente par 6^ le second membre de l'équa- 
tion (i) ou (2), c'est-à-dire si l'on prend 

A — XX, ou bien c*a =1 |(t' 1- t? ), 

l'équation (i) ou (2), réduite à 

(25) r»-^a, 

offrira pour premier et pour second membre deux fonctions entières 
de a;, y, z qui seront homogènes et du second degré, l'une par rapport 
aux trois binômes 

l'autre par rapport aux trois binômes 

^-- ?, y "Oy z -Ç: 
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et l'on aura, en vertu du théorème des fonctions homogènes, 

(26) (^_ç)D,a4-(7 — Y3)Dj.A-h(5~.ç)n-a-2^a. 

D'ailleurs, si le point ($, y), ^) est pris pour pôle de la surface repré- 
sentée par l'équation (4), l'équation du plan polaire correspondant à 
ce pôle sera 

(î7) ($_j,)D^S-4-(rî- -7)D3.S-4-(;-s)D:;S4-2S==:o; 

et, puisque la même surface est encore représentée par l'équa- 
tion (25), on pourra, dans la formule (27), substituer à la fonction S 
la différence 

Or, en effectuant cette substitution, puis ayant égard aux formules (7) 
et (26), on verra l'équation du plan polaire se réduire à 

(28) (5_x)(x-x)^-(Yî--y)(y-y)4-(C--z)(3>-z)=.o. 

Donc on vérifiera cette équation en posant 

x — \, y — y, z — %, 

c'est-à-dire que le foyer (x, y, z) sera compris dans le plan polaire cor- 
respondant au pôle (^, Y], t). Nous dirons, pour cette raison, que les 
deux points (x, y, z) et (^, y), ^) sont un foyer et wn pôle correspon- 
dants de la surface décrite par le point mobile {x,y, z). 

On pourrait, au reste, démontrer encore que, le foyer (x, y, z) étant 
pris pour pôle, le plan polaire de la surface renfermera toujours le 
point($. Y), î;). 

Si du pôle (i. Y], X^) on abaisse une perpendiculaire sur le plan po- 
laire que représente l'équation (28), cette perpendiculaire se trouvera 
elle-même représentée par les deux équations comprises dans la for- 
mule 

^^^ ^ — "x ~ Yï — y "' C — z * 

Or cette dernière formule se vérifie évidemment lorsqu'on y pose 
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Donc le foyer (x, y, z) coïncidera toujours avec le pied de la perpendi- 
culaire abaissée du pôle (S, y], X^) sur le plan polaire correspondant à ce 
même pôle. 

Il importe d'observer que cette dernière proposition, étant une con- 
séquence immédiate des formules (28), (29), ou, ce qui revient au 
même, de l'équation (27) jointe à la formule (26), continuera de sub- 
sister si, dans le second membre de l'équation (23), on prend pour ^ 
Tune quelconque des fonctions propres à vérifier la formule (26), 
c'est-à-dire si l'on suppose que la surface donnée du second ordre soit 
représentée par l'équation 

(3o) r*'—eé{. 

Si désignant une fonction des trois différences 

-3" — ?, y — f), - - ç, 

entière, homogène, et du second degré. Observons encore que, dans 

ce cas, l'équation 

A =: const. 

représenterait une autre surface du second ordre qui aurait pour centre 
le point ($,V],J;). V 

Si le point mobile se meut, non plus dans l'espace, mais dans un 
plan, alors, en prenant ce plan pour plan des x, y, on verra les for- 
mules (24) se réduire aux suivantes 

(3i) qiv=a(x — OH-ê(^-Tn), =pi^,-a,(x — |)H-ê,(^ — Ti), 

et les équations (28) et (29), réduites à celles-ci 

(32) (£_.x)(.r-x)-^(Yî-y)(7~y):^o, 

œ — l __ y fi 



(33) 



i—\ n -y 



représenteront : i** la polaire qui correspond au point (?, yj) considéré 
comme pôle de la courbe du second degré décrite par le point mobile; 
2" la perpendiculaire abaissée sur cette polaire du pôle ($, v]). Or on 
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vérifiera l'équation (Sa) en posant 

jc = \, 7 = y. 

Donc le foyer (x, y) sera un point de la polaire correspondante au 
pôle ($, Y]). Nous (lirons, pour cette raison, que les deux points (x, y), 
(Ç, Y]) sont un foyer et un pôle correspondants de la courbe décrite par 
le point mobile. Il y a plus : comme l'équation (32) sera elle-même 

vérifiée quand on posera 

x — \, y --y y 

il est clair que le foyer (x, y) sera le pied de la perpendiculaire abaissée 
du pôle ($, Y]) sur la polaire correspondante à ce pôle. Enfin, cette der- 
nière proposition continuera évidemment de subsister si l'on suppose 
que la courbe décrite par le point mobile soit représentée par l'équa- 
tion (3o), S{ étant une fonction homogène quelconque des deux diffé- 
rences 

x~l, y — t\. 

Dans le cas particulier où S^ devient proportionnel au produit des 
distances du point mobile à deux axes fixes, la dernière proposition se 
confond avec l'une de celles que renferme un Mémoire de M. Chasles, 
relatif aux lignes conjointes dans les coniques {voir le Tome III du 
Journal de M, Liouville, p. 890) . 

NOTE CINQUIÈME. 

Sur les courbes tracées dans le plan d'une section conique par des foyers 
et des pôles correspondants. 

Considérons, comme dans la Note précédente, une courbe décrite 
par un point mobile, dont la distance r à un certain foyer offre un 
carré proportionnel, soit au produit de ses distances t, t.^ à deux 
directrices, soit à la demi-somme des carrés de ces mêmes distances. 
L'équation de cette courbe sera de la forme 

(1) /-«^ô^a, 
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la valeur de A étant déterminée par l'une des formules 

(2) ^ = tt„ a = -i(t'^t,'), 

et le module ô étant une constante positive. D'autre part, si, en sup- 
posant les axes coordonnés rectangulaires, on nomme 

x^y les coordonnées du point mobile; 

X, y celles du foyer; 

k, k^ les longueurs des perpendiculaires abaissées de l'origine sur la 

directrice; 
a, Ç, a,, 6 les cosinus des angles formés par ces perpendiculaires avec 

les demi-axes des coordonnées positives; 

on aura \voir les formules (i5), (i6), (17) de la Note quatrième] 

(3) r2-(^„.x)»-h(/--y)- 

et 

(4) t— ir^tCax-hêj — ^), t, = i;i(a,j:-h€,/ --^,), 

les coefficients 

a, ê, a„ 6, 

étant liés entre eux par les équations 

Si les deux directrices deviennent parallèles l'une à l'autre, alors, 
en prenant pour axe des x une droite menée par le foyer perpendicu- 
lairement à chacune d'elles, on aura 

y — o, a — ±:i, € — 0, 3t,=i±:i, 6, - o, 

et, par suite, les formules (3), (4) deviendront 

(6) r^^{x-^i^y^y\ 

(7) vr-_:h(^-/), ^--^{x-l,), 

/, ( désignant deux quantités positives ou négatives, dont les valeurs 



Digitized by 



Google 



EXTRAIT N» 208, 367 

numériques seront précisément k et k^^ en sorte qu'on ait 

Cela posé, la première ou la seconde des formules (2) donnera 

(8) B§^^ii.{x-i){œ-j), 

la valeur de |jl étant 

(9) f^^±e, 

et les deux lettres «, j désignant, ou les deux quantités réelles déjà 
représentées par /, /, en sorte qu'on ait identiquement 

(10) i~l, j = l„ 
ou les deux racines imaginaires de l'équation 

déterminées elles-mêmes par la formule 

Enfin, en vertu des formules (6) et (8), l'équation (i) pourra être 
réduite à 

(12) (jT — x)'-t-/="i^(j? — 0(-3?— y)- 

Cette dernière équation représente évidemment une section conique 
dont un axe principal coïncide avec l'axe des x. Il reste k chercher 
quelles sont les valeurs qui devront être attribuées aux constantes 

et, par suite, aux constantes positives 

0, /, /„ 

si l'on veut faire coïncider la section conique dont il s'agit avec une 
ellipse, une hyperbole, ou une parabole donnée. 
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L'équation générale d'une section conique dont le plan se confond 
avec celui des x, y, et dont un axe principal coïncide avec l'axe des x, 
est de la forme 

(i3) ^';=za 4-2bx-4- cj"*, 

a, b, c désignant trois coefficients constants. Or, pour que l'équa- 
tion (i3) se réduise a l'équation (12), il est nécessaire et il suffit 
que Ton ait identiquement, c'est-à-dire pour une valeur quelconque 
de X, 

(i4) ^(^* — (j? — y) - (j7 — x)-~ a -h abj7 -4- ex*, 

par conséquent 

(i5) |UL - I -h c 

et 

(16) |JL(£-hy)=:2(X — b), IJiij^^' 

Lorsque les coefficients a, b, c seront donnés, l'équation (i5) fournira 
immédiatement la valeur de [x. Quant aux valeurs de 

X, i, y, 

elles ne seront pas complètement déterminées par les formules (16); 
mais, après avoir choisi arbitrairement l'une d'entre elles, x par 
exemple, on devra, en vertu de ces formules, prendre pour i et y 
les deux racines de l'équation 

(17) (j:- — x)--}-a-4-2bcr-i- cx* = o. 

On arrivera directement à la même conclusion, si l'on observe que 1*, y 
sont les deux racines de l'équation 

(18) (^._|)(.^,-_y)--o, 

et que, la formule (i4) étant identique, les équations (17), (18) se 
réduisent l'une à l'autre. 

Les constantes fx, x, i, y étant une fois connues, on déduira aisé- 
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ment de l'équation (9) et des formules (10) ou (11) les valeurs des 

trois constantes 

0, /, /,. 

La première sera, dans tous les cas, la valeur numérique de fx. De 
plus, si les constantes i et y sont réelles, alors, en vertu des for- 
mules (10), /, /, se réduiront simplement à i et à y. Mais, si les con- 
stantes i,y deviennent deux expressions imaginaires conjuguées ou de 

la forme 

i — g-hh\/^, i — g — h \f^\ , 

g, h désignant deux quantités réelles, alors, en vertu des formules (i i), 
on aura 

par conséquent 

(19) l=zg^h, l, = g — h. 

Ajoutons que, dans l'un et l'autre cas, les équations des deux direc- 
trices seront 

(20) t=:0, t,=zO 

ou, ce qui revient au même, 

(21) J7 HZ /, 0?=/,. 

Considérons maintenant le cas où les deux directrices, cessant d'être 
parallèles l'une à l'autre, se coupent en un certain point, et nommons 
$, yj les coordonnées de ce point, qui sera le pôle correspondant au 
foyer donné. Les équations (4), réduites aux formules (3i) de la Note 
quatrième, deviendront 

(22) =p^=a(a:-0 + ê(r-TO), q=t,= a,(^-|)-i-ê,(j_Yï). 

Si d'ailleurs on prend pour axe des x un axe parallèle à l'une des 
droites qui divisent en parties égales les angles compris entre deux 
directrices, on aura 

OEwrejcftfC. — S.I,t.Vn. 4? 
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et, comme les formules (5) donneront alors 

on trouvera encore 
puis on en conclura 

(a3) 5=-|=±'' 

attendu que, les directrices n'étant pas parallèles, on ne pourra sup- 
poser 

a "" 6 ~- ' 
Donc alors les formules (22) donneront 

(24) ^=±[0L{x^^)-hS{y-n)], t,z..±:[a(^-0-6(j-rO]. 

De ces dernières, combinées avec la première ou la seconde des for- 
mules (2), on tirera immédiatement 

(25) Az=± [a«(^ - |)«- 6M7 - r3)«] 
ou 

(26) ,^:^a«(x-$)»4-S«(v-r))», 
par conséquent 

(27) eA = iJi(x-^y-^v(y--ny, 

les coefficients a, v étant liés aux coefficients a, 6, G par Tune des for- 
mules 

OU, ce qui revient au même, eu égard à la première des formules (5), 
par Tun des deux systèmes d'équations 

(29) 0=^±(ii->j), a«=:±_ii_, Sî~±:_^_, 



(3o) ^=::fX-^>, 



..- _Ji_, 



jut-Hv 
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Enfin, en vertu des formules (3) et (27), Téquation (i) deviendra 

(3i) (^_x)»-h(y-yr = /x(a;~O'+^(/--0)'- 

Les équations (29) et (3o) fournissent le moyen de tirer les valeurs 
de a, 6, des valeurs supposées connues des coefficients (jl et v. Il reste 
à chercher quelles valeurs on doit attribuer aux constantes 

X, y, H, Y), fx, V 

pour faire coïncider la courbe du second degré, représentée par l'é- 
quation (26), avec une ellipse, une hyperbole ou une parabole 
donnée. 

L'équation (3i) représentera une ellipse ou une hyperbole dont les 
axes principaux seront parallèles aux axes des x et des j, si chacune 
des constantes [/., v diffère de l'unité. Déplus, le centre de cette ellipse 
ou de cette hyperbole sera l'origine même des coordonnées, si l'on a 

(32) x = /;x|, y = vyî, 
et alors la formule (3i) sera réduite à 

(33) (i — fjL)a?«-i- (i — v)7»=z fx^*-h VY)»— x* — y». 

D'autre part, l'équation générale d'une ellipse ou d'une hyperbole, 
rapportée à son centre et à ses axes principaux, est de la forme 

(34) A:r»+Br»-K; 

et, pour faire coïncider l'équation (34) avec Téquation (33), il suffira 
de poser 

(35) ^,z:i-A, v = i~B, 

(36) |^i_|.vtî«-x«-y»=:K. 

Enfin de l'équation (36), jointe aux équations (32) et (35), on tirera 
évidemment 

(38) A(i-A)r-t-B(i-B)T)»=K. 
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Il est bon d'observer qu'on pourrait encore réduire l'équation (34) 
à l'équation (33), en supposant que dans ces deux équations les coef- 
ficients des termes correspondants fussent, non plus égaux, mais pro- 
portionnels, le rapport des uns aux autres étant un certain coefficient 
de réduction s. Alors on devrait, dans les formules (37), (38), substi- 
tuer aux deux binômes 

1 — A, i-B 

les deux binômes 

A B 

I , I 

s s 

Dans le cas particulier que nous avons ici considéré, le coefficient de 
réduction est simplement l'unité. Dans ce même cas, les formules (32) 
déterminent complètement les valeurs des constantes [jl, v; mais les 
formules (32), (36) ne suffisent pas à la détermination des constantes 

X, y, Ç, Y), 

dont l'une, x par exemple, peut être choisie arbitrairement. Donc le 
foyer (x, y) et le pôle correspondant (Ç, yj) peuvent se déplacer sur 
deux courbes. Ces deux courbes, c'est-à-dire la focale et le lieu géo- 
métrique des pôles, se trouvent précisément représentées par les 
équations (37), (38) et, par suite, chacune d'elles se réduit à une 
nouvelle ellipse ou à une nouvelle hyperbole. 

Comme nous l'avons vu dans la Note quatrième, et comme on peut 
le conclure immédiatement de l'équation (3i), le foyer (x, y) est, dans 
le plan de la courbe représentée par l'équation (3i), un point de la 
polaire correspondante au pôle (Ç, tq). J'ajoute que ce même foyer est 
aussi un point de la perpendiculaire abaissée de l'origine des coor- 
données sur la polaire de l'ellipse ou de l'hyperbole représentée par 
une équation de la forme 

(39) fZJ?*-hVJ«=^C, 

c désignant une constante que l'on peut réduire à l'unité. En effet, les 
équations de cette autre polaire et de la perpendiculaire abaissée sur 
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elle de l'origine seront respectivement 

et, par suite, 

or il suit évidemment des formules (32) que Ton vérifiera l'équa- 
tion (4i) en posant 

(4a) x = \, 7 = y. 

Observons d'ailleurs que, en vertu des formules (29) ou (3o), on tire 

de l'équation (89) 

a* J7* — S*y' = const. 

ou 

a*a?'-f- 6*j«=i: const. 

Il est aisé d'en conclure que l'équation (s39) représentera, ou une hy- 
perbole dont les asymptotes se confondront avec les droites représen- 
tées par les équations 

(43) aa;-hê/z=o, olx — 67=10, 

c'est-k-dire, avec les axes fixes menés par l'origine parallèlement aux 
directrices données, ou une ellipse dont ces mêmes droites seront les 
axes quadratiques. 

Comme dans les formules (28) les constantes a, 6, sont assujet- 
ties seulement à vérifier la première des conditions (5), il est clair 
que, étant donnée dans le plan des x^y une ellipse ou une hyperbole, 
on peut choisir arbitrairement le module et l'angle formé par cha- 
cune des directrices avec un axe principal. Cela posé, les remarques 
diverses que nous venons de faire entraînent évidemment la proposi- 
tion suivante : 

Théorème I. ~ Soient donnés, dans le plan d'une ellipse ou d'une hy- 
perbole, deux a^es fixes qui passent par le centre de cette courbe et 
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forment des angles égaux avec chaque axe principal. Soient d'ailleurs, 
vour un module donné, ¥ etV un foyer et un pâle correspondants de la 
courbe, auxquels répondent des directrices parallèles aux deux a^res fixes. 
I^ foyer F sera le point de rencontre de la polaire correspondante cm 
pôle P avec la perpendiculaire abaissée de V origine sur une autre polaire 
qui appartiendra, non plus à V ellipse ou à r hyperbole donnée, mais à une 
hyperbole ou à une ellipse dont le centre sera le même, et dont les asym- 
vtotes ou les axes quadratiques coïncideront avec les deux axes fixes. 

Observons encore que, en supposant le coefficient de réduction diffé- 
rent de l'unité, on pourra toujours choisir ce coefficient de manière à 
faire passer la focale ou le lieu géométrique par un point quelconque 
du plan des x^y. Il en résulte que, dans le même plan, l'un des deux 
points P, F peut être pris arbitrairement. Mais, en vertu du théorème 
que nous venons d'énoncer, la position de l'un de ces points étant 
donnée, la position de l'autre s'en déduira immédiatement. 

Supposons maintenant que l'une des constantes [x, v, par exemple 
la constante |jl, se réduise à l'unité. Alors la formule (3i) sera ré- 
duite à 

(44) (^-x)»+(j~y)'=(^-D' + v(7-Y))» 

et représentera une parabole dont l'axe principal sera parallèle à l'axe 
des X. Le sommet de cette parabole sera l'origine même des coordon- 
nées, si l'on a 

(45) y = vYj, x«-+-y*=$*-f-vt)«, 
et alors la formule (44) deviendra 

(46) (,-v)/«-t-2($-x)x=:0. 

D'autre part, l'équation générale d'une parabole dont le sommet 
coïncide avec l'origine, et l'axe principal avec l'axe des x^ est de la 
forme 

(4?) Bx*-haGa:=:o; 
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et pour faire coïncider l'équation (47) avec l'équation (46), il suffira 
de poser 

(48) v = i-B, ^-xzziG. 

Enfin des équations (45), jointes aux équations (48), on tirera évi- 
demment 

(49) -?-gy'+î»Gx-hG«=o, 

(50) B(i-B)r3«4-2G|-G«=o. 

Ces deux dernières formules sont celles que doivent vérifier les coor- 
données X, y ou Ç, Y] d'un foyer et d'un pôle correspondants de la 
parabole représentée par l'équation (47)> dans le cas où le coefficient 
de réduction est l'unité. Si ce même coefficient, étant distinct de l'u- 
nité, se trouvait représenté par la lettre s, on devrait, dans les for- 
mules (49) et (5o), c'est-à-dire, dans les équations de la focale ou du 
lieu géométrique des pôles, substituer au binôme i — B le binôme 

I > et au carré G* le rapport — 

Enfin, si, en supposant (jl = i, on laisse lo coefficient de réduction 
arbitraire, l'un des deux points P, F qui représentent un pôle et un 
foyer correspondants pourra être pris arbitrairement. Mais la position 
de l'un de ces points étant donnée, la position de l'autre s'en déduira 
immédiatement, en vertu de la première des équations (45). Alors 
aussi l'on obtiendra, au lieu du théorème I, la proposition suivante : 

Théorème II. — Soient donnés, dans le plan d'une parabole, deux 
a^es fixes qui passent par le sommet de cette courbe et forment des angles 
égaux avec son a^e principal. Soient d'ailleurs, pour un module donné, 
Y et V un foyer et un pôle correspondants de la parabole, auxquels ré- 
pondent des directrices parallèles aux deux axes fixes. Enfin, construisons 
une hyperbole ou une ellipse qui ait pour centre un point situé sur Vaxe 
principal de la parabole à une très grande distance de l'origine, et pour 
asymptotes ou pour axes quadratiques deux droites parallèles aux deux 
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axes fixes. Le foyer F se confondra sensiblement avec le point où la polaire 
correspondante au pôle P de la parabole sera rencontrée par la perpendicu- 
laire abaissée du centre de l'hyperbole ou de l' ellipse sur une autre polaire 
appartenant à cette hyperbole ou à cette ellipse. 

Si les coefficients |jl, v se réduisaient l'un et l'autre à l'unité, l'équa- 
tion (3i), réduite à la formule 

(5i) (^_x)«-h(^-y)«=:(^-0'+(7--n)« 

ou, ce qui revient au même, à la suivante 

(52) 2(Ç — x)^-4-2(tî--y)/=:$'-hrï'— x' — y», 

représenterait, non plus une courbe du second degré, mais une ligne 
droite. Alors aussi, en posant, pour abréger, 

( Ç -x-G, Vî-yrz:H, 

(53) 

( $«-hrï«-x«-y>=K, 

on verrait l'équation (52) se réduire à 

(54) aG^4-aHy = K, 

et, à la place des équations (37), (38), on obtiendrait les suivantes : 

(55) 2Gx-haHy-+-G«-f-H«=:K, 

(56) 2G|-HaHr3-G«-H»r=iK. 

Alors enfin un foyer et un pôle correspondants seraient toujours deux 
points situés à égales distances de la droite donnée, sur une perpen- 
diculaire à cette droite, et la formule (5i) exprimerait seulement 
que tout point de la droite est également éloigné de ce foyer et de ce 
pôle. 
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209. 

Géométrie analytique. — Suite des Notes annexées au Rapport 
sur le Mémoire de M. Amyot. 

C. R., T. XVI, p. 885 (24 avril i843). 

KOTE SIXIÈME. 

Sur les courbes qui renferment les foyers et les pôles correspondants 
d'une surface du second ordre. 

Considérons, comme dans la Note quatrième, une surface du second 
ordre décrite par un point mobile dont les distances 

à un certain foyer et à deux plans directeurs soient liées entre elles 
par une équation de la forme 

(i) r«=0a, 

désignant une constante positive, et la valeur de a étant elle-même 
déterminée par Tune des équations 

(2) c^=:tt„ ^ = X(i«+t?). 

Si, en supposant tous les points de l'espace rapportés à trois axes rec- 
tangulaires, on prend pour plan des x, y un plan mené par le foyer 
perpendiculairement aux plans directeurs, on obtiendra pour si une 
fonction entière des coordonnées x, y. D'ailleurs, en nommant alors 
X, y les coordonnées du foyer, mesurées parallèlement aux axes des x 
et des j, on aura encore 

(3) ,.i^(^-x)«H-(7~y)»+5^ 

Cela posé, l'équation (i) deviendra 

(4) (x-^xy-h{y-yy-}-z*'=.Osi, 

OEiwres de C. - S. I, t. VU. 4^ 
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ot représentera évidemment une surface du second ordre dont un plan 
principal sera le plan même des x, y. 

Si l'on veut obtenir la section faite dans la surface par le plan des 
.r, y, il suffira de poser, dans l'équation (3), z = o. Alors cette équa- 
tion se trouvera réduite k la formule 

(5) (^-x)«-i-(7-y)'=9^, 

qui coïncidera précisément avec l'équation (i) de la Note quatrième, 
et représentera une section conique. Ajoutons que cette section co- 
nique aura pour foyer le foyer de la surface, et pour directrices les 
traces des plans directeurs donnés. 

Concevons maintenant que Ton veuille faire coïncider la surface 
représentée par l'équation (3) avec une surface donnée du second 
ordre. On pourra, dans l'équation de cette dernière surface, faire éva- 
nouir le coefficient de :;, en prenant pour plan des x, y un des plans 
principaux, puis diviser ensuite tous les termes par le coefficient 
de 5*, et réduire ainsi ce coefficient à l'unité. Alors, pour faire coïn- 
cider l'équation de la nouvelle surface avec l'équation (3), il suffira 
d'y remplacer z^ par zéro, puis de faire coïncider l'équation ainsi 
obtenue avec l'équation (5), en suivant la marche tracée dans la Note 
précédente. 

NOTE SEPTIÈME. 

Sur un théorème d'Analyse et sur diverses conséquences de ce théorème. 

Théorème. — Supposons que, plusieurs variables x, y, z^ ... étant ran- 
gées sur une circonférence de cercle^ on diçise la différence de deux va- 
riables consécutives par leur somme. En désignant par m, ç', tv, . . . les 
rapports ainsi obtenus, on aura 

(0 (i-+- w)(n- r)(i4-«'). . .— (i — a) (' — ^) (' — w') 

Démonstration. — Si, pour fixer les idées, on suppose les variables 
x,y, z réduites à trois, on trouvera 

,, y — z z — X X ~ y 

il) u = ) V — > w =L — --- ; 

' y -hz z -hx ^ -^y 
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puis on en conclura 






z I — u X I — V y I — w 

et, par suite, l'équation identique 

z X y 

donnera 

iH-a i-hc i-t-w 

I — u I — t' I — w ■ 

OU, ce qui revient au même, 

(3) (i-H w)(i^-(;)(i4-fv) = (i — m)(i— (;)(i — «'). 

La même démonstration subsistera évidemment, quel que soit le 
nombre des variables a?, y, 5, 

CoroUaire I. — Lorsque le nombre des variables se réduit k trois, 
alors, en développant les deux membres de la formule (3), on trouve 

(4) u -\- V -\- w -^ uvw ■=i o 
ou, ce qui revient au même, 

/KV 1 ï I 

(5) 1 ! hi~o; 

et de la dernière équation, jointe aux formules (:x), on tire 

,^. z-\- X X -^y X -\-y y '\- z y -h z z -h x 

z — XX — y X — y y — z y — zz — x 

Corollaire II. — Soient maintenant 

«> S, y, «,» ê„ y, 

les cosinus des angles formés par deux axes fixes avec trois axes coor- 
donnés rectangulaires, et posons dans la formule (6) 

«/ ^/ ït 

a «^ 6 y 
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Cette formule donnera 

7/ a — 7«r «, 6 — «^, «, ^ — «6, 6,y — 6y, §^7--^ 7/ « — 7«/ 

Corollaire III, — Considérons une surface du second ordre décrite 
par un point mobile dont les distances 

k un certain foyer et à deux plans directeurs soient liées entre elles 
par Féquation 

(8) r«=z9tv 

désignant une constante positive. Si Ton nomme 

^, j, z les coordonnées du point mobile rapporté à trois axes rectan- 
gulaires; 

X, y, z les coordonnées du foyer; 

>t, k^ les perpendiculaires abaissées de l'origine sur les plans direc- 
teurs; 

a, 6, Y, a,, 6,, y, les cosinus des angles formés par ces perpendiculaires 
avec les demi-axes des coordonnées positives, 

on aura 

r»= {X ^ x)'+ (7 - y)« 4- (s - z)S 

t=:q=(rt^-h6/-*-y5--A:), v, = zji (a,x -+- 6,y -4- y,z - A,); 
et, par suite, la formule (8) donnera 

(9) i 

( =:zb e(ax -i- 6/ + ys — A:) (^a,x -h 6,y -h y,5 — A',). 

Si maintenant on veut que la surface du second ordre, représentée par 
la formule (9), coïncide avec celle dont l'équation serait 

(10) Ajc^-t-B^'-hCs*-!- 2D75 + aE5J7-H iYxy->r 2Gj?h- 2H7-1- 2I5— K, 
il faudra qu'on puisse réduire la formule (9), en multipliant tous ses 
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termes par un certain coefficient s, à l'équation (lo). Alors on aura, 
quels que soient or, y, z, 

i A^*-hB7*-t-C5*-}-2D7^4-2Es^-4-2Fa:7H-2G^H-2Hj4-2l5 — K 

et» par suite, 

Aa?*4- By*-hCz^'^2Dyz -h 2Ezx -h^Fxy 



(12) 

=::5[a:*+ jr*+ 5*qz ©(«j? -h 6y -h y^) (a, J? 4- ^,y 4- y,5)] 

ou, ce qui revient, au même, 

(X — s)û^^-h{B — s)y-^{C — s)z*-h2Ï)yz-h2EzX'h2Fxy 



(«3) , 

= q= 95(aj; -f- 6j -h yz) {a,x -H 6, j -t- y,z). 

On aura donc 

^ A— 5 __ B — .y _ G — 5 _ aP _ 2E _ 2F . ^ 

a«, "" 66, "■ yy, ~" 6y,-h 6,y "" ya,-+- y,a ~ «6, 4- «,6 ^ ^' 

et, comme on trouvera d'ailleurs 

(ya,-y,a)(6a,-6,a) = (ya,4-y,a)(êa,4-6,a)-2aa,(6y,-t-6,y), 



on tirera de la formule (i4) 

EF _ EF4-D(5-A) 

(ya, + y,a)(6a,-H6,a) ~ (y«,— y,a) (Sa,-- 6,a)' 

ou, ce qui revient au même, 

y,oL-^yoL, «,64- aS, EF 

y,a — ya, «,6 — a6, "" EF4-D(5 — A)' 

Cela posé, la formule (7) donnera 

EF FD DE 



(i5) 



EF4-J)(^-A)^FD4-E(5-B) ^DE4-F(5 — G) 



Telle est l'équation du troisième degré qui déterminera généralement 
la valeur du coefficient de réduction s. Cette équation est aussi celle à 
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laquelle on parvient quand on fait tourner les plans coordonnés autour 
de Torigine, de manière à les rendre parallèles aux plans principaux 
de la surface représentée par l'équation (lo). 



210. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur la synthèse algébrique. 
C. R., T. XVI, p. 867 (a4 avril i843). 

On sait qu'en cultivant plusieurs branches des Sciences mathéma- 
tiques, surtout la Géométrie et la Mécanique, les anciens et les mo- 
dernes eux-mêmes ont d'abord uniquement employé la synthèse ou 
méthode synthétique; en d'autres termes, ils ont déduit de quelques 
notions fondamentales et de quelques axiomes généralement admis 
les démonstrations successives de divers théorèmes, ou les solutions 
de divers problèmes qui offrent un intérêt spécial. Plus tard on a 
reconnu qu'on pouvait, non seulement représenter par des nombres 
ou par des lettres les diverses quantités dont s'occupent la Géométrie 
et la Mécanique, par exemple les longueurs, les aires, les volumes, le 
temps, les vitesses et les forces, mais encore représenter par des équa- 
tions ou par des formules algébriques les lignes, les surfaces et géné- 
ralement les systèmes de points matériels pris dans l'état de repos ou 
de mouvement. Cela posé, on a pu, dans la culture de la Géométrie, 
de la Mécanique et des Sciences analogues, substituer à la méthode 
synthétique l'Algèbre ou la méthode analytique, et rendre beaucoup 
plus faciles les recherches qui ont pour objet ou les propriétés géné- 
rales des figures, ou les lois d'équilibre et de mouvement des corps, 
en réduisant ces recherches à des questions de pure Analyse. Alors, en 
particulier, les problèmes de Géométrie, ramenés à des problèmes 
d'Algèbre, ont pu être résolus dans tous les cas; et même, à l'aide de 
règles fixes et invariables, on a aisément transformé les solutions algé- 
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briques en solutions {géométriques, pour les problèmes qu'il était pos- 
sible de résoudre à l'aide de la règle et du compas. 

Toutefois, il est juste de le reconnaître, les solutions géométriques, 
déduites, comme on vient de le dire, de l'Algèbre ou de la méthode 
analytique, sont généralement plus compliquées et beaucoup moins 
élégantes que les solutions directement déduites de la méthode syn- 
thétique. Mais on peut faire disparaître cet inconvénient, et, pour y 
parvenir, il suffit d'unir entre elles les deux méthodes, malgré leur 
opposition apparente. Alors on obtient une méthode mixte, que j'ap- 
pellerai synthèse algébrique, et qui paraît digne d'attention, puis- 
qu'elle nous permet de tirer de l'Analyse des solutions comparables, 
sous le rapport de l'élégance, à celle que la méthode synthétique peut 
fournir. 

Pour faire bien comprendre en quoi consiste la méthode mixte dont 
il s'agit, rappelons-nous d'abord que tout problème de Géométrie 
plane peut être réduit au tracé de certaines figures, ou, ce qui revient 
au même, au tracé de certains points et de certaines lignes qui doivent 
être des droites ou des circonférences de cercles, pour un problème 
dont la solution peut s'effectuer k l'aide de la règle ou du compas. 
D'ailleurs, pour qu'une droite soit complètement déterminée, il suffit 
que l'on connaisse deux points de cette droite; et pour qu'une circon- 
férence de cercle soit complètement déterminée, il suffit que l'on con- 
naisse, ou trois points de cette circonférence, ou l'un de ses points 
et le centre. Enfin, les problèmes de la Géométrie k trois dimensions 
peuvent être ramenés, comme Ton sait, k des problèmes de Géométrie 
plane. Cela posé, il est clair que tout problème de Géométrie qui 
pourra se résoudre k l'aide de la règle et du compas se réduira tou- 
jours k la fixation d'un certain nombre de points inconnus. Les coor- 
données de ces points seront précisément les inconnues du problème 
qui devra fournir toutes les équations nécessaires a leur détermina- 
tion. 

Concevons maintenant que les valeurs des inconnues, tirées des 
équations d'un problème, se trouvent représentées ou par des fonc- 
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tions rationnelles de longueurs données, ou par des fonctions algé- 
briques qui renferment uniquement des radicaux du second degré. 
Alors ces valeurs pourront en effet se construire géométriquement à 
l'aide de la règle et du compas; mais la solution géométrique qui 
résultera de leur construction sera en général très compliquée. On 
obtiendra une solution beaucoup plus simple, si, au lieu de résoudre 
les équations proposées, on les combine entre elles de manière à 
obtenir des équations nouvelles dont chacune renferme, non pas une 
seule inconnue, mais les coordonnées d'un seul point, et si l'on con- 
struit immédiatement la ligne ou surface que chacune des nouvelles 
équations représente. Alors la position de chaque point inconnu se 
trouvera déterminée, non plus à l'aide de constructions géométriques 
qui fourniront séparément les valeurs des trois coordonnées, mais à 
l'aide de deux lignes ou de trois surfaces qui, sur le plan donné ou 
dans l'espace, renfermeront ce même point. Ainsi la considération 
directe de ces lignes ou de ces surfaces nous dispensera .de la résolu- 
tion algébrique des équations proposées. 

Pour être en état d'appliquer à un problème spécial la méthode 
mixte que nous venons d'indiquer, il ne suffît pas généralement de 
savoir quelles sont les lignes ou surfaces que représentent les équa- 
tions primitives du problème : il est ordinairement nécessaire de 
savoir encore quelles sont les quantités que représentent les pre- 
miers membres de ces équations quand on a fait passer tous les 
termes dans ces premiers membres en réduisant les seconds membres 
à zéro. Cette dernière question se trouve traitée pour divers cas, dans 
le premier paragraphe du présent Mémoire, et je me trouve ainsi con- 
duit à diverses propositions qui paraissent dignes de remarque. Parmi 
ces propositions, je citerai la suivante : 

Théorème I. — Supposons que y dans le plan donné ou dans l'espace, 
une ligne ou une surface y rapportée à des axes coordonnés rectangulaires^ 
se trouve représentée par une équation dont le second membre se réduise à 
zéro et le premier membre à une Jonction des coordonnées, entière et du 
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degré n. Considérons d'ailleurs une ligne ou sur/ace auxiliaire, repré- 
sentée par une autre équation dont le second membre se réduise, au signe 
prés, à l'unité, et le premier membre à la somme des termes du degré n 
compris dans l'équation proposée. Enfin, concevons que, par l'origine des 
coordonnées et par un autre point P choisi arbitrairement dans le plan 
donné ou dans l'espace, on mène deux droites parallèles. Si la seconde 
droite coupe la ligne ou surface que représente l'équation proposée en 
n points réels, le premier membre de cette équation sera égal, au signe 
près, au rapport qui existera entre le produit des distances de ces points 
réels au point V et la n^^"^ puissance de la distance mesurée sur la pre- 
mière droite à partir de l'origine jusqu'à la Ugne ou sur/ace auxiliaire. 

De ce premier théorème on déduit aisément les propositions sui- 
vantes, qui sont particulièrement relatives aux courbes et aux sur- 
faces du second degré. 

Théorème IL — Supposons une ellipse, une parabole ou une hyperbole 
représentée par une équation du second degré dont le dernier membre se 
réduise à zéro, et le premier membre à une fonction entière de deux coor- 
données rectangulaires. Considérons, de plus, une ellipse, une droite ou 
une hyperbole auxiliaire, représentée par une autre équation dont le 
second membre se réduise, au signe près, à l'unité, et le premier membre 
à la somme des termes du second degré appartenant à l'équation pro- 
posée. Enfin, concevons que, par l'origine des coordonnées et par un 
autre point V pris arbitrairement dans le plan de la courbe proposée, on 
mène deux droites parallèles. Si la seconde droite coupe cette courbe en 
deux points réels, le premier membre de l'équation de la courbe sera égal, 
au signe près, au rapport qui existera entre le produit des distances de ces 
points réels au point V et le carré de la distance mesurée sur la première 
droite à partir de l' origine jusqu à la ligne auxiliaire. Si la seconde droite 
touche la courbe proposée, les deux premières distances deviendront égaies, 
et leur produit se réduira au carré de chacune d'elles. 

Théorème III. ■— Supposons une surface du second degré représentée 
par une équation dont le dernier membre se réduise à zéro, et le premier 

OKuvreê de C. ~ S. I, t. VII. ^9 
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membre à une fonction entière de trois coordonnées rectangulaires. Consi- 
dérons, déplus, une surface auxiliaire représentée par une autre équation 
dont le second membre se réduise, au signe prés, à l'unité, et le premier 
membre à la somme des termes du second degré appartenant à l'équa- 
tion proposée. Enfin, conceç^ons que, par l'origine des coordonnées et par 
un point P choisi arbitrairement dans l'espace, on mène deux droites 
parallèles. Si la seconde droite coupe la surface proposée en deux points 
réels, le premier membre de l'équation de cette surfctce sera égal, au signe 
près, au rapport qui existera entre le produit des distances de ces points 
réels au point V et le carré de la distance mesurée sur la première droite à 
partir de l'origine jusqu'à la surface auxiliaire. Si la seconde droite touche 
la suff ace proposée, les deux premières distances deviendront égales, et leur 
produit se réduira au carré de chacune d'elles. 

Théorème IV. — Si, par un point P choisi arbitrairement dans le plan 
d'une ellipse ou d'une hyperbole, on mène des sécantes diverses, et si l'on 
multiplie l'une par l'autre les distances du point P aux deux points d'in- 
tersection de chaque sécante avec la courbe, les produits ainsi obtenus 
seront entre eux comme les carrés des diamètres parallèles aux diverses 
sécantes. 

Théorème V. — Si, par un point P choisi arbitrairement dans l'espace, 
on mène plusieurs droites dont chacune coupe en deux points la surface 
d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloîde à une ou à deux nappes, et si Von 
multiplie l'une par l'autre les distances du point P aux deux points d'in- 
tersection de chaque droite avec la surface, les produits ainsi obtenus 
seront entre eux comme les carrés des diamètres parallèles aux diverses 
droites. 

Théorème VI. — Si, par un point P choisi arbitrairement dans le plan 
d'une parabole, on mène des sécantes diverses, et si l'on multiplie l'une 
par l'autre les distances du point P aux deux points d'intersection de 
chaque sécante avec la courbe, les produits ainsi obtenus seront entre eux 
comme les carrés des distances mesurées sur les mêmes sécantes entre le 
point P et l'axe de la parabole. 
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Dans les derniers paragraphes du présent Mémoire, j'applique la 
synthèse algébrique k divers problèmes dont cette méthode fournit 
des solutions très simples et très élégantes, particulièrement au pro- 
blème d'une sphère tangente à quatre autres. 

Analyse. 
§ I. — Notions préliminaires. 

Si l'on veut appliquer la synthèse algébrique à la solution d'un pro- 
blème de Géométrie, il sera d'abord nécessaire de traduire en Algèbre 
l'énoncé de la question et de poser ainsi les équations du problème; 
mais, au lieu de résoudre ces équations et de construire géométrique- 
ment les valeurs trouvées de leurs racines réelles, on devra combiner 
ces mêmes équations les unes avec les autres, de manière a obtenir 
des équations nouvelles qui représentent des lieux géométriques dont 
la construction suffise à la détermination des points inconnus. Pour 
que la solution fournie par cette méthode puisse s'effectuer à l'aide 
de la règle et du compas, il suffira que les équations nouvelles repré- 
sentent des lignes droites ou des circonférences de cercle. D'ailleurs 
la manière la plus simple de combiner entre elles les équations pro- 
posées, dont nous pouvons toujours supposer les seconds membres 
réduits à zérp, sera de combiner entre elles par voie d'addition ou ces 
équations mêmes, ou du moins ces équations niultipliées chacune par 
un facteur constant. Or, concevons que l'on ait eu recours à une sem- 
blable combinaison. Pour que l'on puisse aisément interpréter l'équa- 
tion résultante, et construire la ligne ou la surface courbe qu'elle 
représente, il ne suffira pas de savoir quelles sont les lignes ou sur- 
faces que représentent les équations proposées, il sera encore généra- 
lement nécessaire de savoir quelles sont les quantités représentées 
par les premiers membres de ces équations. La solution de ce dernier 
problème peut s'eff'ectuer dans un grand nombre de cas à l'aide des 
propositions que nous allons établir. 
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Théorème I. — Soient x^ y les coordonnées rectangulaires d'un point 
mobile dans un plan donné. Soient, déplus, 

F(iC, j') une fonction des coordonnées x^ y^ entière et du degré n ; 

f(a7, j) la somme des termes qui, dans cette même fonction, sont précisé- 
ment du degré n ; 

p la distance mesurée, à partir de l'origine des coordonnées, et sur un cer- 
tain axe OA mené arbitrairement par cette origine jusqu eut point où cet 
axte rencontre la ligne représentée par l'équation 

(I) f(^,7)=±:i. 

Si la droite menée parallèlement à l'axe OA, par un point P dont les coor- 
données seront x^ y, rencontre en n points réels R, R', R", ,., la ligne 
droite ou courbe que représente l'équation 



{^) 






F(x, 


JK)=0, 


alors, en désignant 


par 


t 


, v, 


t', ... 


les distances 




PR, 


PR', 


PR', .. 


on aura 










(3) 




F(^ 


,y)^ 


.^.vV... 


P" 


Démonstration. 


— Soient 







a, 6 les cosinus des angles formés par l'axe OA avec les demi-axes des 

coordonnées positives; 
X, y les coordonnées du point R où la droite menée parallèlement a 

l'axe OA par le point {x,y) rencontre la ligne représentée par 

l'équation (2); 
5 = i t. la distance du point P au point R, prise avec le signe h- si 

cette distance se mesure dans le sens OA, prise avec le signe — 

dans le sens contraire. 

On aura tout à la fois 

(4) F(x,y) = o 
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et 

OU, ce qui revient au même, 

(6) X=:XH-a5, yz=:^H-ê5. 

Par conséquent, Téquation (4) donnera' 

(7) • F(a?-}-a5, 7-4-65) = o. 

Si Ton développe le premier membre de cette dernière suivant les 
puissances ascendantes de s, on trouvera 

(8) F(^,7) + 5(aD^-h6Dy)F(^,7)-h...4- --^^(«D^+6Dy)«F(^,7) = o. 

D'ailleurs, en vertu des notations admises, la somme des termes pro- 
portionnels à 5" dans le développement de la fonction 

F(j?-ha5, 7 + 65) 
sera évidemment 

f(a5, ês)=:5'»f(a, 6). 
Donc Téquation (8) pourra être réduite à 

(9) F(^,7)-h... + 5n(«,6)=o. 

Cela posé, nommons s, s\ s'\ ... les /i racines réelles ou imaginaires 
de l'équation (7) ou, ce qui revient au même, de Téquation (9), 
résolue par rapport à 5; on aura évidemment 

SSS ( 1} ^^^^g^ , 

par conséquent 

(10) ¥{x,y) = (- i^ss^s'. . . f(a, 6). 

Ce n'est pas tout : si, par l'origine des coordonnées, on mène une 
droite qui forme avec les demi -axes des coordonnées positives les 
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angles a, 6^ alors» en nommant p la distance mesurée sur cette droite 
entre l'origine et la ligne représentée par l'équation (i), on aura 

f(ap,€p)=±i 
ou, ce qui revient au même, 

p«r(«,6)=:±I 



f(«.6) = ±~- 



et, par suite, 

Donc la formule (lo) donnera 

(11) F(^,/)=±'-^^. 

Si maintenant on suppose que les racines 

5, S f S f ... 

de l'équation (7) soient toutes réelles, alors, en nommant 

t, t', t', ... 
leurs valeurs numériques, on trouvera 

(12) S^±t, S'=i±t', s' = ±t% 

et par conséquent la formule (i i) sera immédiatement réduite à l'équa- 
tion (3). 

Corollaire, — Si les lignes que représentent les équations (i) et (2) 
sont remplacées par des surfaces, alors, en raisonnant toujours de la 
même manière, on obtiendra, au lieu du théorème I, la proposition 
suivante : 

Théorème II. — Soient 

a?, y 9 z les coordonnées rectangulaires d'un point de l'espace; 
V(x, y, z) une fonction des coordonnées x^ y, 5, entière et du degré n ; 
f(ar, y^ z) la somme des termes qui, dans cette mém^ fonction, sont préci- 
sément du degré n ; 
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p la distance mesurée^ à partir de l'origine des coordonnées, sur un cer- 
tain axe OA mené arbitrairement par cette origine jusqu au point où 
cet a^e rencontre la surface représentée par V équation 

(i3) f(x,/,5) = ±i. 

Si la droite menée parallèlement à l'axe OA, par un point P dont les 
coordonnées sont x^ j, js, rencontre en n points réels 

R, R', R% ... 

la surfaxie représentée par V équation 

(i4) F(^,/,5) = o, 

alorSy en nommant 

r, V , r , ... 

les distances 

PR, PR', PR', -... 

qui séparent le point P des points R, R', R", .. .^ on aura 

(«5) F(^,7,;;)=±i^^. 

Si le degré n de la fonction Y{x^ y) ou Y{x,y,z) se réduit au 
nombre 2, alors, à la 'place des théorèmes que nous venons d'énoncer, 
on obtiendra les suivants : 

Théorème III. — Supposons que^ les divers points d'un plan étant rap- 
portés à deux axes rectangulaires y on fhène, par l'origine des coordon- 
nées y un certain a^e OA, et par le point P, dont les coordonnées sont 
X9 y y une droite parallèle à cet a^e. Supposons encore que cette droite ren- 
contre en deux points réels R, R' une section conique représentée par 
Véquation 

(16) Ax-^ By^-Jf 2 Cxy -f- iDx + ^Ey — A' — o, 

et nommons 

les deux distances 

PR, PR\ 
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Enfin, soil p la distance mesurée sur l'axe OA entre r origine et la courbe 
représentée par l'équation 

(17) Ax^-h fi y* -h iCxy^=i±.\, 

On aura généralement 



XX 



(18) Ax^-{-By^-^'xCxy^2Dx'^iEy'-K=z±i-^. 

Corollaire L — Los distances t, t' deviendront égales entre elles, si 
les points R, R' se réunissent en un seul, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, si la ligne PR devient tangente à la courbe du second degré 
représentée par l'équation (iG), ou bien encore, si le point P est le 
milieu de la corde RR'. Dans l'un et l'autre cas, la formule 



réduira l'équation (18) à la suivante : 

(19) Ax'^->r By^-^iCxy-^':^Dx-\-iEy — K — ±: —' 

Corollaire IL — Si l'équation (16) représente une ellipse ou une 
hyperbole, l'équation (17) représentera encore une ellipse ou une hy- 
perbole semblable à la première, les axes principaux de l'une étant 
parallèles aux axes principaux de l'autre. Donc alors, si l'axe OA vient 
k changer de direction, la distance p variera proportionnellement au 
rayon ou demi-diamétre qui, dahs l'ellipse ou l'hyperbole, serait pa- 
rallèle à ce même axe. Cela posé, la formule (18) entraînera évidem- 
ment la proposition dont voici l'énoncé : Si, par un point P situé dans 
le plan d'une ellipse ou d'une hyperbole, on mène plusieurs droites dont 
chacune rencontre cette courbe en deux points, si d'ailleurs on multiplie 
l'une par l'autre les distances mesurées sur chaque droite entre le point P 
et les deux points de rencontre dont il s'agit, les produits ainsi obtenus 
seront proportionnels aux rayons menés par le centre de la courbe parai- 
lèlement à ces mêmes droites. Ajoutons que, si l'une des droites se réduit 
ou à une tangente ou à une corde dont le point P soit le milieu, les deux 
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distances mesurées sur cette droite deviendront égales, en sorte que leur 
produit se réduira simplement au carré de chacune d'elles. 

Corollaire III, — Si l'équation (i6) représente un cercle, la proposi- 
tion énoncée dans le corollaire précédent se réduira évidemment à une 
proposition déjà connue, suivant laquelle le produit de deux parties 
d'une corde qui renferme un point donné P est constamment égal au 
carré de la moitié de la corde dont ce point est le milieu, ou le produit 
d'une sécante et de sa partie extérieure constamment égal au carré 
d'une tangente qui part du même point. Observons d'ailleurs que si 
l'on représente par r le rayon du cercle dont il s'agit, et par a, b les 
coordonnées du centre, l'équation (i6) pourra être réduite à 

(20) (x_a)î-|-(v-_^)î__,.«— o. 

Alors l'équation (17), réduite à 

(21) j?«-+-7»=i, 

représentera une circonférence de cercle qui aura pour centre l'ori- 
gine et pour rayon l'unité. On aura donc, dans la formule (19), p = r, 
et par suite cette formule donnera 

(22) (j?_^)ï_i-(j— ^)î__^2— :tt*. 

Donc le premier membre de l'équation (20) représentera, ou le carré de la 
tangente menée au cercle par le point (a:, j), ou le carré de la moitié de 
la corde dont le point (a?, y) sera le milieu, le dernier carré étant pris 
avec le signe — . Au reste, on arriverait directement à la même conclu- 
sion en observant que la tangente ou la demi-corde dont il s'agit est 
l'un des côtés d'un triangle rectangle dans lequel l'autre côté et l'hy- 
poténuse sont, ou le rayon mené au point de contact et la distance du 
point {x,y) au centre du cercle, ou cette distance et le rayon mené à 
l'extrémité de la corde. 

Corollaire IV. — Si la courbe représentée par l'équation (16) est une 

OEuvres de C, — S. I, t. VII. 5o 
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parabole, le premier membre de l'équation (17) sera, au signe près, 
un carré parfait, et l'équation (17) représentera deux droites menées 
à égales distances de l'origine parallèlement à l'axe principal de la 
parabole. Cela posé, l'équation (18) entraînera évidemment la propo- 
sition suivante : Si, par un point P situe dans le plan d'une parabole, on 
mène plusieurs droites dont cliacune coupe la parabole en deux points, si 
d'ailleurs on multiplie l'une par l'autre les distances mesurées sur chaque 
droite entre le point P et les deux points dont il s' agit y les produits ainsi 
obtenus seront respectivement proportionnels aux distances mesurées sur 
les mêmes droites entre le point P et un axe quelconque parallèle à l'axe 
principal de la parabole. On peut encore, à cette proposition, substi- 
tuer celle dont voici l'énoncé : Si, par un point P situé dans le plan 
d'une parabole, on mène plusieurs droites dont chacune coupe la para- 
bole en deux points, si d'ailleurs on projette sur la directrice de la para- 
bole les deux distances mesurées sur chaque droite entre le point ^ et les 
deux points dont il s'agit, les produits ainsi obtenus seront tous égaux 
entre eux et par conséquent égaux au carré de la projection de chacune 
des deux tangentes menées à la parabole par le point P. 

Corollaire V. — On pourrait encore déduire des équations (18), (19) 
diverses conclusions dignes de remarque. Ainsi, en particulier, on 
reconnaîtra sans peine que, dans le cas où l'équation (16), réduite à 
la forme 

(23) 6*a?«-ha*7«— a*^>-=o, 

représente en conséquence une ellipse dont les demi-axes sont a et 6, 
le premier membre de cette équation représente le carré d'une sur- 
face égale au double de la surface du triangle qui a pour sommet le 
centre de l'ellipse et pour base la tangente menée a la courbe par le 
point (x,y). Ainsi encore on conclut de l'équation (19) que, si deux 
ellipses de même dimension sont tracées dans le même plan, de ma- 
nière que leurs grands axes soient parallèles entre eux, il existera une 
droite dont chaque point extérieur aux deux ellipses pourra être con- 
sidéré comme le sommet de deux triangles égaux en surfaces qui au- 
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ront pour côtés les tangentes menées de ce point aux deux ellipses et 
les rayons vecteurs menés des deux centres aux points de contact. 
Lorsque les deux ellipses se couperont, la droite dont il s'agit sera 
celle qui renfermera les deux points d'intersection. Enfin, si les deux 
ellipses, sans être de mêmes dimensions, sont du moins semblables 
l'une à l'autre, les surfaces des deux triangles cesseront d'être égales, 
mais conserveront toujours entre elles le même rapport. 

Théorème IV. — Supposons que, les divers points de V espace étant rap- 
portés à trois axes rectangulaires, on mène, par V origine des coordon- 
nées, un certain axe OA, et par le point P, dont les coordonnées sont x, 
r, 5, une droite parallèle à cet axe. Supposons encore que cette droite 
rencontre en deux points réels R, R' une surface du second ordre repré- 
sentée par l'équation 

et nommons 

t, t' 

les deux distances 

PR, PR'. 

Enfin, soit p la distance mesurée sur l'axe OA, entre l'origine et la sur- 
face représentée par l'équation 

(25) Ax^-h By^-h Cz^-{-2Dyz-h2Ezx-h 2Fxy^=±. i. 

On aura généralement 



Ax^-»r By^-h Cz^-^ 2Dyz-t-2Ezx-\- 2Fxy 



I 

) -H 2Gx -+-2/^7-1- 2lz — K^=L±.—i 



Corollaire L — Les distances 

deviendront égales entre elles si les points R, R' se réunissent en un 
seul, c'est-à-dire, en d'autres termes, si la ligne PR devient tangente à 
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la surface du second ordre représentée par l'équation (24), ou bien 
encore si le point P est le milieu de la corde RR'. Dans l'un et l'autre 
cas, la formule 

réduira l'équation (26) à la suivante : 

IAjc^-h By^ -h Ce» -f- 2 Dyz -f- 2 E zx ■+- 2 Fxy 
-h 2 G ^ 4- 2 /^ y ^ 2 / c - ^ nz rb ^ . 
P' 

Corollaire II. — Si l'équation (2/1) représente un ellipsoïde ou un 
hypcrboloïde, l'équation (26) représentera encore un ellipsoïde ou un 
hyperboloïde semblable au premier, les axes principaux de l'un étant 
parallèles aux axes principaux de l'autre. Donc alors, si l'axe OA vient 
à changer de direction, la distance p variera proportionnellement au 
rayon ou demi-diamëtre qui dans l'ellipsoïde ou l'hyperboloïde serait 
parallèle à ce même axe. Cela posé, la formule (18) entraînera évidem- 
ment la proposition dont voici l'énoncé : Si, par un même point P, on 
mène plusieurs droites dont chacune rencontre en deux points réels la sur- 
face d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde, si d'ailleurs on multiplie l'une 
par l'autre les distances mesurées sur chaque droite entre le point P et les 
deux points dont il s'agit, les produits ainsi obtenus seront proportionnels 
aux rayons menés par le centre de la surface, parallèlement à ces mêmes 
droites. Ajoutons que, si l'une des droites se réduit ou à une tangente ou à 
une corde dont le point P soit le milieu, les deux distances mesurées sur 
cette droite dépendront égales, en sorte que leur produit se réduira sim- 
plement au carré de chacune d'elles. 

Corollaire III. — Si l'équation (24) représente la surface d'une 
sphère, la proposition énoncée dans le corollaire précédent se réduira 
évidemment a une proposition déjà connue, suivant laquelle le pro- 
duit des deux parties d'une corde qui renferme un point donné P est 
constamment égal au carré du rayon du cercle qui a ce point pour 
centre, ou le produit d'une sécante et de sa partie extérieure constam- 
ment égal au carré d'une tangente qui part du même point. Observons 
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d'ailleurs que, si l'on représente par r le rayon de la sphère dont il 
s'agit, et par a, b, c les coordonnées du centre, l'équation (24) pourra 
être réduite à 

(28) (.r-a)*4-(7-6)«4-(5 — c)*— r«=o. 
Or, dans ce cas, l'équation (25), réduite à 

(29) j;ï4-y»4_5«=:i, 

représentera évidemment une nouvelle sphère dont le rayon sera 
l'unité. On aura donc, dans les formules (26), (27), 

9 = 1; 
en sorte que la formule (27) donnera 

(30) (x — a)'-t- (/ — 6)» -4- (5 ~ c)* —r^ — ±. v«. 

Donc alors, le premier membre de l' équation (28) représentera, ou le 
carré de la tangente menée à la sphère par le point P dont les coordonnées 
sont X, y y J3, ou le carré du rayon du cercle tracé sur la sphère et qui a 
pour centre le point P. Au reste, on peut arriver directement à la même 
conclusion en observant que cette tangente ou ce rayon est un des 
côtés d'un triangle rectangle dans lequel l'autre côté et l'hypoténuse 
sont représentés par deux longueurs dont chacune se réduit, soit à un 
rayon de la sphère, soit à la distance qui sépare du centre de la sphère 
le point (a:, j, s). 



211. 

Analyse mathÉiMatique. — Mémoire sur la synthèse algébrique (suite). 
C. R., T. XVI, p. 967 (8 mai i843). 

§ II. — Solution des problèmes de Géométrie plane. 

Avant de rechercher quels avantages peut offrir l'application de l'A- 
nalyse, et particulièrement de la synthèse algébrique, à la solution des 
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problèmes de Géométrie plane, il ne sera pas inutile de rappeler la 
marche que Ton doit suivre généralement pour arriver, sans le secours 
du calcul, à résoudre ces sortes de problèmes. 

Dans tout problème de Géométrie plane, il s'agit de tracer sur un 
plan, d'après des conditions données, une ou plusieurs lignes droites 
ou courbes, un ou plusieurs angles, un ou plusieurs points. Le pro- 
blème pourra être résolu à l'aide de la règle ou du compas si le sys- 
tème entier des lignes k tracer et des lignes de construction se réduit 
à un système de droites et de circonférences de cercle. 

D'autre. part, une droite est complètement déterminée quand on 
connaît deux points de cette droite; une circonférence de cercle est 
complètement déterminée quand on connaît le centre et un point de la 
circonférence, ou trois points de cette circonférence; enfin un angle 
est complètement déterminé quand on connaît les deux côtés de cet 
angle, ou, ce qui revient au même, le sommet de l'angle et deux 
points situés sur les deux côtés. Donc le tracé d'un système de droites, 
de cercles, d'angles et de points, et, par suite, la solution d'un pro- 
blème de Géométrie, quand ce problème sera résoluble à l'aide de la 
règle et du compas, pourra être réduit à la détermination d'un cer- 
tain nombre de points inconnus. Nous appellerons problème simple 
celui qui se réduit à la détermination d'un seul point inconnu; pro- 
blème composé celui qui exige la détermination de plusieurs points. 
Pour un problème composé, la nature de la solution peut varier, non seu- 
lement avec le nombre et la nature des points que l'on se propose de 
déterminer, mais encore avec l'ordre dans lequel on les détermine; et 
l'on conçoit dès lors comment il arrive qu'un même problème de Géo- 
métrie peut admettre différentes solutions plus ou moins élégantes. 
Mais, comme les divers points inconnus doivent être nécessairement 
déterminés l'un après l'autre, il est clair que, pour résoudre un pro- 
blème composé, il suffira toujours de résoudre successivement plu- 
sieurs problèmes simples. 

Il nous reste à dire comment un problème simple peut être résolu. 

Dans tout problème simple, le point inconnu est généralement dé- 
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terminé par deux conditions, dont chacune se trouve exprimée par 
une équation, quand on traduit en Analyse l'énoncé de ce problème. 
En vertu d'une seule des conditions dont il s'agit, le point inconnu ne 
serait pas complètement déterminé : il se trouverait seulement assu- 
jetti à coïncider avec l'un des points situés sur une certaine ligne 
droite ou courbe correspondante à cette condition, et représentée par 
l'équation qui l'exprime. Mais, si l'on a égard aux deux conditions 
réunies, le point inconnu, devant être situé en même temps sur les 
deux lignes correspondantes aux deux conditions, ne pourra être que 
l'un des points communs à ces deux lignes. Donc, si les deux lignes 
ne se rencontrent pas, le problème de Géométrie proposé sera inso- 
luble. Il admettra une solution unique si les deux lignes se rencontrent 
en un seul point; il admettra plusieurs solutions distinctes si les deux 
lignes se rencontrent en plusieurs points. Ainsi un problème simple, 
mais déterminé, peut être considéré comme résultant de la combinai- 
son de deux autres problèmes simples, mais indéterminés, dont chacun 
consiste à trouver un point qui remplisse une seule condition, ou plu- 
tôt le lieu géométrique de tous les points qui, en nombre infini, rem- 
plissent la condition donnée. Si cette condition se réduit à ce que le 
point inconnu se trouve sur une certaine ligne, le lieu géométrique 
cherché sera évidemment cette ligne elle-même. Ajoutons que très 
souvent le lieu géométrique correspondant à une condition donnée 
comprendra le système de plusieurs lignes droites ou courbes. Ainsi, 
en particulier, si le point inconnu doit se trouver à une distance don- 
née d'une droite donnée, le lieu géométrique cherché sera le système 
de deux parallèles' menées à cette droite et séparées d'elle par la 
distance dont il s'agit. 

Remarquons encore qu'un problème simple déterminé ou indéter- 
miné sera résoluble par la règle et le compas, si chacun des lieux géo- 
métriques qui servent à le résoudre se réduit au système de plusieurs 
droites et circonférences de cercle. 

Pour éclaircir ce qui vient d'être dit, nous allons indiquer ici les 
solutions de quelques problèmes simples et indéterminés. 
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Problème I. — Trouver un point qui soit situé sur une droite donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la 
droite elle-même. 

Problème IL — Trouver un point qui soit situé sur une circonférence 
de cercle donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la cir- 
conférence elle-même. 

Problème III. — Trouver un point qui soit à une distance donnée 
d'un point donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la cir- 
conférence de cercle décrite du point donné comme centre avec un 
rayon équivalent à la distance donnée. 

Problème IV. — Trouver un point qui soit situé à une distance donnée 
d'une droite donnée. 

Solution, — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le 
système de deux droites menées parallèlement à la droite donnée, et 
séparées d'elle par la distance donnée. 

Problème V. — Trouver un point qui soit à une distance donnée d'une 
circonférence de cercle donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux circonférences de cercle qui, étant concentriques à la 
première, offrent pour rayons respectifs le rayon de la première aug- 
menté ou diminué de la distance donnée. 

Problème VI. — Trouver un point qui soà situé à égale distance de 
deux points donnés. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint les deux points 
donnés. 
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Problème VIL — Trouçer un point qui soit situé à égale distance de 
deux droites parallèles données. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
troisième droite parallèle aux deux autres, et qui divise leur distance 
mutuelle en parties égales. 

Problème VIIL — Trower un point qui soit à égale distance de deux 
droites qui se coupent. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux nouvelles droites qui divisent en parties égales les 
angles compris entre les deux droites données. 

Problème IX. — Trouver un point situé à égale distance des circonfé- 
rences de deux cercles concentriques donnés. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
troisième circonférence de cercle, concentrique aux deux autres, et 
qui divise leur distance mutuelle en parties égales. 

Problème X. — Trousser un point duquel on voie une droite, donnée 
en longueur et en direction, sous un angle droit. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
circonférence de cercle qui a pour diamètre la droite donnée. 

Problême XI. — Trouver un point duquel on voie une droite, donnée 
en longueur et en direction, sous un angle aigu ou obtus. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux segments de cercle, construits sur cette droite comme 
corde, et capables de l'angle donné. 

Problème XII. — Trouver un point dont les distances à deux points 
donnés soient entre elles dans un rapport donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
circonférence de cercle, dont un diamètre a pour extrémités les deux 
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points qui remplissent la condition prescrite, sur la droite menée par 
les deux points donnés. 

Problème XIII. — Trousser un point dont les distances à deux droites 
données soient entre elles dans un rapport donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux nouvelles droites qui divisent les angles compris entre 
les deux droites données en parties dont les sinus sont entre eux dans 
le rapport donné. 

Problème XIV. — Trouver un point dont les distances à deux points 
donnés fournissent des carrés dont la différence soà un carré donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la per- 
pendiculaire élevée, sur la droite qui joint les deux points donnés, 
par le point de cette droite qui remplit la condition donnée. 

Problème XV. — Trouver un point dont les distances à deux points 
donnés fournissent des carrés dont la somme soit un carré donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la cir- 
conférence de cercle dont un diamètre a pour extrémités les deux 
points qui remplissent la condition prescrite sur la droite menée par 
les deux points donnés. 

Problème XVI. — Trousser un point tel que l' oblique menée de ce point 
à une droite sous un angle donné ait une longueur donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux nouvelles droites menées, parallèlement à la droite 
donnée, par les extrémités d'une sécante qui, ayant son milieu sur 
cette droite, la coupe sous Tangle donné, et qui offre d'ailleurs une 
longueur double de la longueur donnée. 

Problème XVII. — Trouver un point tel que la sécante menée de ce 
point à une circonférence de cercle, parallèlement à une droite donnée, ait 
une longueur donnée. 
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Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux nouvelles circonférences, dont les rayons sont égaux à 
celui de la circonférence donnée, et dont les centres sont les extré- 
mités d*une droite qui, ayant pour milieu le centre de la circonférence 
donnée, est parallèle à la droite donnée, et présente une longueur 
double de la longueur donnée. 

Problème XVIII. — Étant donnés un point et une droite ^ trouver un 
second point qui soit le milieu d'une sécante menée d'un point à la droite. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
nouvelle droite menée parallèlement à la droite donnée, et qui divise 
en parties égales la distance du point donné à cette droite. 

Problème XIX. — Étant donnés un point et une circonférence de cercle, 
trouver un second point qui soit le milieu d'une sécante menée de ce point 
à la circonférence. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
nouvelle circonférence de cercle qui a pour rayon la moitié du rayon 
de la circonférence donnée, et pour centre le milieu de la distance du 
point donné au centre du cercle donné. 

Problème XX. — Trouver un point dont la distance à un point donné 
ait son milieu sur une droite donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
nouvelle droite, menée parallèlement à la droite donnée, à une dis- 
tance égale à celle qui sépare cette droite du point donné. 

Problème XXI. — Trouver un point dont la distance à un point donné 
ait son milieu sur la circonférence d'un cercle donné. 

Solution. -- Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
nouvelle circonférence de cercle qui a pour rayon le double du rayon 
de la circonférence donnée et pour centre l'extrémité d'une droite 
dont la moitié est la distance du point donné au centre du cercle 
donné. 
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Problème XXII. — Étant donnés deux points symétriquement places 
départ et d'autre d'un certain axe, trouver un troisième point tel que la 
droite menée de ce troisième point au premier rencontre l'axe donné à 
égale distance du second point et du troisième. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
droite menée parallèlement à l'axe donné, à une distance égale à celle 
qui sépare cet axe du point donné. 

Problème XXIII. — Étant donnés un cercle et une corde, trouver un 
point tel que la droite menée de ce point à l'une des extrémités de la corde 
rencontre la circonférence du cercle à égale distance de ce point et de 
l'autre extrémité. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est le sys- 
tème de deux nouvelles circonférences de cercles qui ont pour corde 
commune la corde donnée et pour centres les extrémités du diamètre 
perpendiculaire à cette corde dans le cercle donné. 

Problème XXIV. — Étant données deux droites perpendiculaires V une 
à l'autre, trouver un point qui soit le milieu d'une sécante de longueur 
donnée, comprise entre ces deux droites. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
circonférence de cercle qui a pour centre le point commun aux deux 
droites et pour rayon la moitié de la longueur donnée. 

Problême XXV. — Trouver, dans un cercle donné, un point qui soit le 
milieu d'une corde de longueur donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
circonférence de cercle qui a pour centre le centre même du cercle 
donné et pour rayon la distance de ce centre à l'une quelconque des 
cordes, tracées de manière à offrir la longueur donnée. 

Problème XXVI . — Trouver, hors d'un cercle donné, un point qui soil 
V extrémité d'une tangente de longueur donnée. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est une 
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circonférence de cercle qui a pour centre le centre même du cercle 
donné et pour rayon la distance de ce centre à l'extrémité de Tune 
quelconque des tangentes tracées de manière à offrir la longueur 
donnée. 

Problème XXVII. — Trouver, hors d'un cercle donné, le point de con- 
cours de deux tangentes menées par les extrémités d'une corde qui ren- 
ferme un point donné. 

Solution. — Le lieu géométrique qui résout ce problème est la 
polaire correspondante au point donné. 

Les solutions que nous venons d'énoncer se déduisent aisément de 
divers théorèmes bien connus de Géométrie. Nous pourrions d'ail- 
leurs indiquer encore un grand nombre de problèmes simples et indé- 
terminés dont les solutions se réduiraient pareillement à des systèmes 
de lignes droites et de circonférences de cercles. Observons de plus 
que, étant données les solutions de n problèmes de cette espèce, dans 
chacun desquels le point inconnu est assujetti a une seule condition, 

on pourra en déduire immédiatement les solutions de ^^— — - pro- 
blèmes simples et déterminés, dans chacun desquels le point inconnu 
serait assujetti à deux conditions. En effet, pour obtenir un problème 
simple et déterminé, il suffira de combiner entre elles deux conditions 
correspondantes à deux problèmes simples et indéterminés, ou même 
deux conditions pareilles Tune à l'autre et correspondantes à un seul 
problème indéterminé. D'autre part, on sait que le nombre des com- 
binaisons différentes que l'on peut former avec n quantités, combi- 
nées deux à deux de toutes les manières possibles, est 

^(^ — 

2 

Or, en ajoutant à ce nombre celui des quantités elles-mêmes, on 
obtiendra la somme 

n(n — i) /i(/i -h i) 
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Cette somme croit très rapidement pour des valeurs constantes de n. 

Si Ton pose en particulier n = 27, on trouvera ^ = 378. Ainsi 

les solutions des 27 problèmes indéterminés que nous avons énoncés 
plus haut fournissent déjà le moyen de résoudre 878 problèmes simples 
et déterminés. 

Pour faire mieux saisir les principes que nous venons de rappeler, 
appliquons-les à la solution de quelques problèmes déterminés. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse de mener une tangente à un cercle 
par un point extérieur. La question pourra être réduite à la recherche 
du point inconnu où la tangente touchera le cercle. D'ailleurs les deux 
conditions auxquelles le point de contact devra satisfaire sont : i** que 
ce point soit situé sur la circonférence du cercle; 2® que de ce point 
on voie sous un angle droit la distance qui sépare le point donné du 
centre du cercle. Donc la question à résoudre sera un problème déter- 
miné résultant de la combinaison des problèmes indéterminés II et XI. 
Les solutions combinées des problèmes II et XI fourniront effective- 
ment les deux solutions connues du problème proposé. 

Supposons en second lieu qu'il s'agisse de circonscrire un cercle à 
un triangle donné. La question pourra être réduite a la recherche du 
centre du cercle. D'ailleurs les deux conditions auxquelles ce centre* 
devra satisfaire seront d'être, non seulement à égale distance du pre- 
mier et du second sommet du triangle donné, mais encore à égale dis- 
tance du premier sommet et du troisième. Donc la question à résoudre 
sera un problème déterminé résultant de la combinaison de deux pro- 
blèmes déterminés semblables l'un à l'autre et au problème VI. Effec- 
tivement, la solution du problème VI, deux fois répétée, fournira deux 
lieux géométriques réduits à deux droites qui se couperont en un seul 
point, et l'on obtiendra ainsi la solution connue du problème proposé. 

Supposons encore qu*il s'agisse de tracer un cercle tangent aux 
trois côtés d'un triangle donné. La question pourra être réduite à la 
recherche du centre du cercle. D'ailleurs les deux conditions aux- 
quelles ce centre devra satisfaire seront d'être, non seulement à égale 
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distance du premier et du second côté du triangle donné, mais encore 
à égale distance du premier côté et du troisième. Donc la question à 
résoudre sera un problème déterminé résultant de la combinaison de 
deux problèmes indéterminés semblables l'un à l'autre et au pro- 
blème VIII. Effectivement, la solution du problème VIII, deux fois 
répétée, fournira deux lieux géométriques qui, réduits chacun au sys- 
tème de deux droites, se couperont mutuellement en quatre points, 
et l'on obtiendra ainsi les quatre solutions connues du système pro- 
posé. 

Supposons enfin qu'il s'agisse d'inscrire, entre une corde d'un 
cercle et sa circonférence, une droite égale et parallèle à une droite 
donnée. La question pourra être réduite à la recherche de l'un quel- 
conque des deux points inconnus qui formeront les deux extrémités de 
cette droite, et par suite à un problème déterminé résultant de la com- 
binaison de deux problèmes indéterminés, savoir, des problèmes I et 
XVII, ou des problèmes II et XVI. Effectivement, à l'aide de cette 
combinaison, on résoudra sans peine la question proposée, et l'une 
des extrémités de la droite cherchée se trouvera déterminée, ou par la 
rencontre de la circonférence de cercle donnée avec une nouvelle 
droite, ou par la rencontre de la corde donnée avec une nouvelle cir- 
conférence de cercle. On voit ici comment la solution obtenue peut 
se modifier quand on vient à intervertir l'ordre dans lequel se déter- 
minent les points inconnus. 

La construction du lieu géométrique qui correspond à un problème 
simple et indéterminé peut exiger elle-même la solution d'un ou de 
plusieurs problèmes déterminés. On doit observer à ce sujet que, dans 
le cas où le problème est résoluble par la règle et le compas, le lieu 
géométrique dont il s'agit doit se réduire à un système de droites et 
de cercles. Donc, puisque chaque droite ou chaque circonférence de 
cercle se trouve complètement déterminée quand on en connaît deux 
ou trois points, la construction du lieu géométrique correspondant a 
un problème simple et indéterminé pourra toujours se déduire de la 
construction d'un certain nombre de points propres à vérifier la con- 
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dition que doit remplir, en vertu de l'énoncé du problème, le point 
inconnu. 

Ainsi, en particulier, s'agit-il de résoudre le problème VI, c'est- 
à-dire de trouver un point qui soit situé à égale distance de deux 
points donnés, et par conséquent de construire le lieu géométrique 
qui renfermera tout point propre à remplir cette condition, on com- 
mencera par chercher un semblable point, par exemple celui dont la 
distance aux points donnés est une longueur donnée sufTisamment 
grande. Or la solution de ce dernier problème se .déduira immédia- 
tement de la solution du problème III, deux fois répétée, et fournira 
même d'un seul coup deux points qui rempliront la condition pro- 
posée, par conséquent deux points qui suffiront pour déterminer le 
lieu géométrique demandé. 

Ainsi encore, s'agit-il de résoudre le problème XV, c'est-à-dire de 
trouver un point dont les distances à deux points donnés fournissent 
des carrés dont la somme soit un carré donné, et, par conséquent, de 
construire le lieu géométrique qui renferme tout point propre à rem- 
plir cette condition, on pourra commencer par chercher un semblable 
point, par exemple celui qui sera situé à égale distance des deux 
points donnés, et, par conséquent, séparé de chacun d'eux par une 
distance équivalente à la moitié de la diagonale du carré donné. Or, 
la solution de ce dernier problème se déduira encore immédiatement 
de la solution du problème III, deux fois répétée, et fournira même 
d'un seul coup deux points qui rempliront la condition proposée. Il y 
a plus : ces deux points seront précisément les deux extrémités d'un 
diamètre du cercle dont la circonférence représentera le lieu géomé- 
trique demandé. 

Dans le paragraphe qu'on vient de lire, nous nous sommes contenté 
de rappeler la marche que l'on doit généralement suivre quand on se 
propose de résoudre, sans le secours de l'Analyse, les problèmes de 
Géométrie plane. Il est bon d'entrer à ce sujet dans quelques détails, 
pour faire plus facilement comprendre ce qui nous reste à dire sur 
l'application de l'Analyse à la solution de ces mêmes problèmes. 
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Du reste, autant que j'en puis juger lorsque je consulte des souve- 
nirs qui remontent déjà fort loin, ce que j'ai dit ici sur la résolution 
des problèmes de Géométrie n'est que le développement de quelques- 
uns des principes exposés par M, Dinet dans le cours si utile que cet 
habile professeur faisait au lycée Napoléon, il y a près de quarante 
années. 



212. 

Analyse mathématique. — Mémoire sur la synthèse algébrique (suite). 
C. R., T. XVI, p. io39 (i5 mai i843). 

§ III. — Application de l* Analyse à la solution des problèmes 
de Géométrie plane. 

Comme nous l'avons remarqué dans le paragraphe précédent, lors- 
qu'un problème quelconque de Géométrie plane est résoluble par la 
règle et le compas, la solution de ce problème peut toujours être 
réduite à la détermination successive d'un certain nombre de points, 
par conséquent à la solution de plusieurs problèmes simples, dans 
chacun desquels il s'agit de déterminer un seul point inconnu. D'ail- 
leurs, dans tout problème simple de cette espèce, le point inconnu est 
généralement déterminé par deux conditions, dont chacune se trouve 
exprimée par une équation quand on traduit en Analyse l'énoncé de 
ce problème. En vertu d'une seule de ces deux conditions, le point 
inconnu ne serait pas complètement déterminé : il se trouverait seule- 
ment assujetti à coïncider avec l'un des points situés sur une certaine 
ligne droite ou courbe correspondante à cette condition, et repré- 
sentée par l'équation qui l'exprime. Mais, si l'on a égard aux deux 
conditions réunies, le point inconnu, devant être situé en même 
temps sur les deux lignes correspondantes aux deux conditions, ne 
pourra être que l'un des points communs à ces deux lignes. Ainsi un 
problème simple et déterminé peut toujours être considéré comme 
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résultant de la combinaison de deux autres problèmes simples, mais 
indéterminés, dont chacun consiste à trouver un point qui remplisse 
une seule condition, ou plutôt le lieu géométrique de tous les points 
qui, en nombre infini, remplissent la condition donnée; et la solution 
des problèmes de Géométrie plane peut être généralement réduite à la 
recherche des lieux géométriques qui correspondent à certaines con- 
ditions. Dans le § II, nous avons passé en revue divers problèmes 
simples et indéterminés dont les solutions se déduisent assez facile- 
ment de théorèmes connus de Géométrie; mais il importe d'observer 
que Ton arriverait à ces mêmes conditions d'une manière plus directe, 
et sans aucun tâtonnement, si l'on commençait par traduire l'énoncé 
de chaque problème en Analyse. Ainsi, en particulier, s'agit-il de 
résoudre les problèmes VI, XII, XIV, XV du § II, c'est-à-dire de 
trouver, dans un plan donné, un point dont les distances r, r , à deux 
points donnés, soient égales entre elles, ou soient entre elles dans un 
rapport donné 0, ou fournissent des carrés r*, rf , dont la somme ou la 
différence soit un carré donné A*, alors le lieu géométrique corres- 
pondant à la condition proposée se trouvera représenté par l'une des 
équations 

(0 r^r„ 

(2) rrr^Or,, 

(3) r=-i-r'-rzA-», 

(4) r'~rf = kK 

Si d'ailleurs on nomme x, y les coordonnées rectangulaires du point 
inconnu; a, b, a,, 6 celles des points donnés, on aura 

(5) r^^^{jr-ay-^{y^b)\ r-^ {x - a,y-^ {y ^ b,)'; 

et, par suite, pour transformer les deux membres de l'équation (i) 
ou (2) en fonctions entières de x, y, il suffira d'élever chacun d'eux 
au carré. En opérant ainsi, on obtiendra, au lieu de l'équation (r), la 
formule 
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ou 

(6) r^-.rf = o; 
et, au lieu de l'équation (2), la formule 

ou 

(7) r^—e^rf=zo. 

Or il résulte immédiatement des formules (5) que les premiers 
membres des équations (4), (6) se réduiront à des fonctions linéaires 
de X, y, et les premiers membres des équations (3), (7) à des fonc- 
tions du second degré, dans lesquelles les carrés de a: et de j se trou- 
veront multipliés par le même coefficient. Donc les équations (4)» (6) 
représenteront deux lignes droites, et les équations (3), (7) deux cir- 
conférences de cercle. II y a plus : comme les valeurs de r* et de rf , et, 
par suite, les premiers membres des équations (3), (4), (6), (7) ces- 
seront de renfermer un terme proportionnel à l'ordonnée y, si les 
ordonnées ft, b^ des deux points donnés s'évanouissent, on peut 
affirmer que les lieux géométriques représentés par les équations (4) 
et (6), ou par les équations (3) et (7), seront, d'une part, des axes 
perpendiculaires à la droite qui joint les deux points donnés; d'autre 
part, des circonférences de cercle dont les centres seront situés sur 
cette même droite. Donc, pour résoudre les problèmes VI et XV, ou 
XII et XIV du § II, il suffira de joindre les deux points donnés par 
une droite, puis d'élever une perpendiculaire à cette droite par celui 
de ses points qui remplit la condition donnée, ou de tracer une cir- 
conférence de cercle dont un diamètre ait pour extrémités les deux 
points qui, sur la même droite, remplissent la condition prescrite. On 
se trouvera ainsi ramené aux solutions que nous avons données, dans 
le § II, des quatre problèmes ci-dessus rappelés. Ajoutons que, dans 
ces mêmes solutions, le point unique ou les deux points par lesquels 
doit passer le lieu géométrique cherché pourraient être censés coïn- 
cider, non plus avec un ou deux points de la droite qui joint les deux 
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points donnés, mais avec l'un quelconque ou avec deux quelconques 
des points qui remplissent la condition énoncée. 

Parmi les conditions auxquelles peut être assujetti un point (jt^fV) 
donné dans un plan, on doit remarquer celle qui exprime que les tan- 
gentes menées de ce point à deux cercles donnés sont égales entre 
elles. Soient r, r les rayons de ces deux cercles, et a, 6, a,, è les coor- 
données de leurs centres. Les équations des deux cercles seront de la 
forme 

(8) n^o, /?, = o, 

les valeurs de R, R^ étant 

R ^{x - a)^^ (y ~ by- r\ 



(9) 

/ R~^^x-^ay^{y^by-rJ^ 

et, si le point (j?, j) est extérieur aux deux cercles, R^ R^ seront préci- 
sément, en vertu de la remarque faite à la page SgS, les carrés des 
tangentes menées du point {oo,y) aux deux cercles donnés. Donc 
le lieu géométrique de tous les points qui rempliront la condition 
ci-dessus énoncée sera représenté par l'équation 

(10) R- R,^zo, 

OU, ce qui revient au même, par Téquation 
(.1) R-R,. 

D'ailleurs, comme la différence R^— R sera une fonction linéaire de 
x,y, ce lieu géométrique se réduira toujours à une droite. Si les deux 
cercles se coupent, cette droite passera nécessairement par les deux 
points d'intersection et se confondra, en conséquence, avec la corde 
commune aux deux cercles. Alors, en vertu de l'équation (ii) et de 
ce qui a été dit dans le § I, chaque point de la droite intérieur aux 
deux cercles sera le milieu de deux cordes égales inscrites dans l'un 
et l'autre cercle. Dans tous les cas, si par un point de la droite 
on mène deux sécantes dont l'une rencontre le premier cercle, l'autre 
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le second, le produit des deux distances mesurées sur la première 
sécante, entre le point et la première circonférence, sera équivalent 
au produit des deux distances mesurées sur la deuxième sécante entre 
le point et la seconde circonférence. Enfin la racine carrée de chaque 
produit sera en même temps la longueur de la tangente ou de la plus 
petite corde menée à l'une des circonférences par le point 0. 

La droite dont nous venons de rappeler les propriétés est celle qui a 
été nommée par M. Poncelet la sécante commune réelle ou idéale de 
deux cercles donnés, et par M. Gaultier, de Tours, Vaxe radical du 
système de ces deux cercles. Pour la tracer, il suffira de construire 
deux de ses points ou d'en construire un seul, et d'abaisser de ce 
point une perpendiculaire sur la droite qui joint les centres des deux 
cercles donnés. 

Si, au lieu de deux cercles, on en considère trois dont les équations 
soient respectivement 

(I2) /?i=0, /?,— O, /?^=0, 

la valeur de iî,, étant de la forme 

(«3) R„^{x-a„Y^{y^b„y--r},, 

les trois axes radicaux relatifs à ces mêmes cercles combinés deux à 
deux se couperont évidemment en un seul point dont les coordonnées 
seront déterminées par la formule 

(i4) R^R-n„. 

Ce point unique est celui que M. Gaultier, de Tours, a nommé le 
centre radical du système des trois cercles donnés. Pour le déterminer, 
il suffit de couper les circonférences des trois cercles donnés par une 
quatrième circonférence de cercle; de trouver les cordes communes 
au nouveau cercle et aux trois premiers; puis d'abaisser des sommets 
du triangle formé par ces trois cordes des perpendiculaires sur les 
trois côtés du triangle formé avec les centres des cercles donnés. Le 
point de concours de ces perpendiculaires sera précisément le centre 
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radical cherché. On pourrait aussi, après avoir coupé les circonfé- 
rences des trois premiers cercles par deux circonférences nouvelles, 
se contenter de joindre par trois droites les sommets correspondants 
des deux triangles formés par les cordes d'intersection de chacune des 
nouvelles circonférences avec les trois circonférences données. Les 
trois droites, ainsi construites, aboutiraient encore au centre radical 
cherché. 

Faisons voir maintenant comment l'Analyse, appliquée à des pro- 
blèmes de Géométrie plane, peut conduire à des solutions simples et 
même élégantes, lorsque ces problèmes sont résolubles par la règle et 
le compas. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse de mener par un point donné une 
tangente à un cercle donné. Si, en prenant pour origine le centre du 
cercle, on nomme rson rayon, l'équation du cercle sera 

(i5) x'--^- y^'—r^. 

Si, de plus, on nomme x, y les coordonnées courantes de la tangente, 
l'équation de cette droite sera 

(i6) ^(x — x) -h r(y— v) = o, 

x^y désignant alors les coordonnées du point de contact. Enfin, si l'on 
suppose que, dans l'équation (i6), les coordonnées x, y deviennent 
précisément celles du point donné, les coordonnées x^y du point de 
contact se trouveront complètement déterminées par cette équa- 
tion (i6) jointe à Ta formule (i5). Or, dans cette nouvelle hypothèse, 
l'équation (i6) représentera évidemment, non plus une droite dont 
les coordonnées courantes seront x, y, mais une circonférence de 
cercle dont les coordonnées courantes seront .r, y, et qui aura pour 
diamètre la droite menée de l'origine au point donné (x, y). Donc le 
point de contact sera le point où cette nouvelle circonférence rencon- 
trera la circonférence donnée que représente la formule (ï5); et l'on 
se trouvera ainsi ramené à la solution connue du problème ci-dessus 
énoncé. 
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Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de tracer, dans un plan 
donné, un cercle tangent à trois cercles donnés. Nommons 

r, r,, r^ les rayons des trois cercles donnés; 
a, b, a^, è , a^^ b^^ les coordonnées de leurs centres C, C , C^/, 
p le rayon du cercle tangent aux trois cercles ; 
X, y les coordonnées du centre du dernier cercle; 
X, y les coordonnées du point où ce nouveau cercle touchera le pre- 
mier des trois cercles donnés. 

Et concevons d'abord, pour fixer les idées, que, les trois cercles 
donnés étant extérieurs l'un à l'autre, le nouveau cercle doive toucher 
chacun d'eux extérieurement. Puisque la distance du point (^, j) au 
point (a, b) sera r-f- p, on aura 

on trouvera de môme 



(17) (ar-a,)'+(j-^,,)»z=(,- +p)S 

et l'on pourra déduire immédiatement des équations (17) les valeurs 
des trois inconnues ^r, y, p. Ce n'est pas tout : puisque les trois points 
(a, b), (x, y) et {x, y) seront situés sur une même droite, le premier 
étant séparé du second par la distance r, et du troisième par la dis- 
tance r-f- p, on aura 

(.8) izi^ = yz4 = _^, 

j: — a y — r -\- p 

et, à l'aide des deux équations que représente la formule (18), on 
pourra déduire les valeurs des deux inconnues x, y de celles des trois 
inconnues x, y, p. Mais, si l'on voulait construire géométriquement 
les valeurs des inconnues 

x, y, p, X, y, 

tirées par le calcul des équations (17) et (18), on obtiendrait une so- 
lution fort peu élégante du problème proposé. Or on peut éviter cet 
inconvénient en opérant de la manière suivante. 
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Chacune des équations (17) est du second degré par rapport aux 
trois inconnues a?, y, p. Mais, comme les termes du second degré se 
réduisent, dans le premier membre de chacune d'elles, à la somme 
x^-h y^, et, dans le second membre, au carré de p, il suffira évidem- 
ment de combiner ces trois équations entre elles par voie de soustrac- 
tion pour obtenir deux équations distinctes du premier degré entre 
les trois inconnues x, y, p. Si, pour abréger, on nomme A^ ^,, il^ trois 
fonctions de ces inconnues déterminées par les trois formules 

(19) .% = (x-^a,r-^{Y-b,y--(r,-^p)\ 

les équations (17) deviendront 

(20) ^=0, A, = o, A, = o, 

m 

et celles que Ton en déduira, par voie de soustraction, savoir 

(21) a, — A m o, Si„ — A = o, 

seront deux équations linéaires entre x, y et p. Or il suffira évidem- 
ment d'éliminer l'inconnue p entre ces deux équations linéaires pour 
obtenir, entre les seules coordonnées x, y, une troisième équation 
linéaire qui représentera une certaine droite OA, sur laquelle devra se 
trouver le centre du cercle cherché. 

Ce n'est pas tout : il est aisé de s'assurer que, si l'on élimine l'es 
trois inconnues x, y, p entre les quatre équations représentées par les 
formules (18) et (21), on obtiendra une nouvelle équation linéaire 
entre les seules inconnues x, y. En eff*et, soient K et A\ ce que devien- 
nent les valeurs de ^,, ^„ fournies par les équations (19), quand on y 
suppose à la fois 

jm: ûr, y = ^, p r= — - r. 

Comme cette même supposition réduit A à zéro, par conséquent 

A, — Si à K, 
et 

A,-A à ^,, 
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elle réduira chacun des rapports . 

CM.^ t!H. Sx^ — — CTV 

à l'unité. Donc, pour vérifier l'équation linéaire 

/ X cU, — c'a K—^ 

qui se déduit immédiatement des formules (21), il suffira de poser 

X — a=3 0, / — ^ = 0, r-+-p=:o. 
Donc l'équation (22) sera de la forme 

(23) a(^ — a)H-6(7— ^)-+-y(pH-r) = o, 

a, 6, Y désignant des coefficients constants. Or, de l'équation (23) 
jointe a la formule (18), on tire 

(24) a(x — a) 4-6(y — ^) -hyri=:o. 

Donc l'élimination des inconnues a?, y, p entre les formules (18) et 
(21) fournira, entre les seules inconnues x, y, une nouvelle équation 
linéaire, par conséquent l'équation d'une nouvelle droite PB qui 
devra renfermer le point (x, y). Ce point, devant d'ailleurs être situé 
sur la circonférence du premier des cercles donnés, ne pourra être 
que l'un des points communs à cette circonférence et à la nouvelle 
droite dont il s'agit. D'autre part, le point (x, y) étant connu, il suf- 
fira de joindre ce point au centre du premier des cercles donnés pour 
obtenir une droite dont le prolongement coupera la droite OA au 
point cherché (a?, j); et, de cette manière, on obtiendra facilement le 
centre du cercle tangent extérieurement aux trois cercles donnés. 
Ajoutons que, si le cercle cherché devait être touché, non plus exté- 
rieurement, mais intérieurement, par un ou plusieurs des cercles 
donnés, les éliminations ci-dessus indiquées fourniraient toujours les 
équations de deux droites, dont l'une OA renfermerait le point (^,7), 
l'autre PB le point (x, y). Seulement, avant d'effectuer ces élimina- 

QEuvreêdeC. — S.\,X. VU. 53 
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lions, on devrait, dans les formules (17), (18), (19)» c'est-k-dire dans 
les équations fournies par Fénoncé du problème, remplacer respecti- 
vement un ou plusieurs des trois binômes 

/• H- p, /•, ^- p, r„-^p 

par un ou plusieurs des trois binômes correspondants 

f'-h ''f-pf ^n—p' 

Hlnlîn, sous cette condition, on peut évidemment étendre les conclu- 
sions auxquelles nous venons de parvenir au cas même où les trois cer- 
cles donnés ne seraient plus extérieurs l'un à l'autre, comme on l'avait 
primitivement supposé. Alors les valeurs de 

é{, «îR,, c*fl^, 

ou les premiers ifiembres des équations (20), se trouveront générale- 
ment déterminées, non plus par les équations (19)» mais par les sui- 
vantes 

(25) A,-^{j:-a,y-^iy--b,y^(r,ztp)\ 
( a„.-^(x-aJ«+(/-AJ«-(r„±p)S 

et à la formule (18) on pourra substituer celle-ci 

(26) —' -- — —-—, 

jc — a y — o r zt p 

le choix du signe qui doit affecter p étant réglé de la mémo manière 
dans la formule (26) et dans la première des équations (23). 

Il est bon d'observer que les équations (21) peuvent être rempla- 
cées par la seule formule 

« 

(27) c'a =: c'a, 1= c'a,, 

et que, en conséquence, les équations des deux droites OA, PB pour- 
ront toujours se déduire des formules (26), (27). D'ailleurs, si les 

cinq inconnues 

•^> y, X, y, p 

sont uniquement assujetties aux quatre équations représentées par les 
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deux formules (26) et (27), ces inconnues ne se trouveront pas com- 
plètement déterminées. Mais alors, pour chaque valeur donnée de p, 
on obtiendra des valeurs correspondantes de x^y et de x, y, qui repré- 
senteront les coordonnées de deux points A et B situés Tun sur la 
droite OA, l'autre sur la droite. OB*. Il y a plus : ces deux points seront 
faciles à construire pour chaque valeur de p, comme nous allons le 
faire voir. 

Remarquons d'abord que, eu égard aux formules (25), les équa- 
tions (20) représenteront, pour une valeur nulle de p, les circonfé- 
rences des trois cercles donnés, et pour une valeur quelconque de p 
les circonférences de trois nouveaux cercles concentriques aux trois 
premiers, mais dont les rayons seront les valeurs numériques des trois 
sommes ou des trois différences qu'on obtiendra, en augmentant ou 
diminuant de la longueur p les trois rayons r, r,, r^. Cela posé, si les 
trois nouveaux cercles se rencontrent deux à deux, les équations (21), 
dont chacune sera linéaire, représenteront nécessairement les cordes 
d'intersection du premier avec le second et avec le troisième; par con- 
séquent les coordonnées x, j, déterminées en fonction de p, par la 
formule (27), seront celles du point d'intersection des trois cordes 
communes aux trois nouveaux cercles, combinés deux à deux. Dans 
tous les cas, le point (^p, j) ne sera autre chose que le centre radical 
correspondant au système des trois cercles représentés par les équa- 
tions (27), c'esf-à-dirc au système des trois cercles décrits des centres 
C, C^, C,, avec les rayons représentés par les valeurs numériques des 
binômes 

rihp, r,=bp, r^ihp. 

Après avoir construit, pour une valeur donnée de p, le point A dont 
les coordonnées x,y sont déterminées par les équations (21), ou, ce 
qui revient au même, par la formule (27), on pourra sans difficulté 
construire encore le point B dont les coordonnées x, y seront détermi- 
nées par la formule (26). Car, en vertu de cette dernière formule, si 
l'on joint par une droite le point dont les coordonnées sont a, i, c'est- 
à-dire le centre C du premier des cercles donnés, au point (a?, v), il 
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suffira» pour obtenir le nouveau point (x, y), de porter, à partir du 
point C, sur la même droite ou sur son prolongement, une longueur 
qui soit à celle de la droite dans le rapport de la distance r à la valeur 
numérique de la somme rdt p, le prolongement de la droite devant 
être substitué à la droite elle-même lorsque r±: p se réduit à r — p, et 
r— p à une quantité négative. 

Une observation importante à faire, c'est qu'il existe deux valeurs 
particulières de p pour lesquelles la détermination du point B se sim- 
plifie notablement. Ces deux valeurs sont 

p = o, p—r. 

Lorsqu'on adopte la première, la formule (26) donne 

(28) X=:X, y = /, 

et, par suite, le point (x, y) se confond avec le point (^» j). Donc le 
point d'intersection des axes radicaux, dont chacun sera commun à 
deux des cercles donnés, appartiendra simultanément aux deux droites 
OA, PB. Nous désignerons par ce même point, avec lequel nous 
ferons coïncider le point P, en sorte que les deux droites OA et PB ou 
OB pourront être censées partir Tune et l'autre du point 0. 

Supposons maintenant p = r, et réduisons dans la formule (26) le 
double signe au signe -h. Cette formule donnera 

X — a _ y — b _ I 
^ ^^ j? — a y— b ~ 2 

Donc alors le point B ou (x, y) sera le milieu de la droite menée du 
point C au point A ou (x, y). 

Remarquons encore que les équations des droites OA, OB, étant in- 
dépendantes de la valeur attribuée à p, ne seront pqint altérées si,* 
dans les formules (25) et (26), on change p en —p. Par suite, les 
positions que pourra prendre chacune des droites OA, OB, en raison 
du double signe renfermé dans les trois binômes 

r±p, r,±p, r„±p 
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que contiennent les formules (25) et (26), seront, non pas au nombre 
de huit, comme d'abord on aurait pu le croire, mais au nombre de 
quatre seulement. 

En résumant ce qui précède, et supposant, pour fixer les idées, que 
r désigne le plus petit des trois rayons r, r,, r^^, on obtient la solution 
suivante du problème, qui consiste à tracer dans un plan donné un 
cercle tangent à trois cercles donnés, décrits des centres C, C,, C^, avec 
les rayons r, r,, r^. 

On déterminera d'abord le centre radical correspondant au système 
des cercles donnés y puis le centre radical A correspondant au système des 
trois cercles décrits des mêmes centres C, C,, C^, a^^ec les rayons 



ar, rztr, r„zïir. 



Enfin on joindra le point au milieu B de la droite CA. La droite OB 
ainsi tracée cpupera le premier des cercles donnés en deux points T, dont 
chacun sera un point de contact de ce cercle avec un noui^eau cercle tan- 
gent aux trois cercles donnés. Pour avoir le centre correspondant du nou- 
veau cercle, il suffira de chercher le point où le rayon CT du premier cercle 
rencontrera la droite OA. 

On voit que la méthode qui nous a conduit à cette solution consiste, 
non pas à résoudre les équations qui représentent l'énoncé du pro- 
blème traduit en analyse, mais à combiner ces équations entre elfes, à 
l'aide d'une espèce de synthèse algébrique, de manière à obtenir des 
équations nouvelles et plus simples qui représentent des lignes dont la 
construction fournisse la solution cherchée. 

Au reste, il est juste d'observer que plusieurs solutions élégantes, 
données par divers auteurs, du problème que nous venons de rap- 
peler, particulièrement celles qui ont été publiées par MM. Hachette, 
Gaultier (de Tours), Gergonne, Poncelet, Steiner et Plûcker, reposent, 
comme la précédente, sur la construction du centre radical et des 
droites OA, OB. La principale différence entre ces solutions et celle que 
j'ai indiquée consiste dans la manière d'obtenir le point B. On doit 



Digitized by 



Google 



V22 COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 

remarquer surtout un Mémoire de M. Gergonne, lu k rAcadémie de 
Turin, le 2 mai i8i4» et publié par cette Académie. Dans ce Mémoire, 
qui jusqu'ici avait échappé à mes recherches, Fauteur se sert aussi, 
pour arriver à la solution du problème, d'une analyse avec laquelle la 
mienne s'accorde sur plusieurs points, tandis qu'elle en diffère sur 
quelques autres. Son Mémoire peut être considéré comme off'rant une 
application de la synthèse algébrique à la Géométrie. 

§ IV. — Sur la solution des problèmes de Géométrie dans l'espace. 

Ce que nous avons dit dans les paragraphes précédents peut être 
facilement étendu au cas où il s*agit de résoudre un problème de Géo- 
métrie dans l'espace. Ainsi, par exemple, un tel problème, quand il 
sera résoluble par la règle et le compas, pourra toujours être réduit a 
la recherche d'un certain nombre de points, et par conséquent décom- 
posé en problèmes simples dont chacun aura pour objet la recherche 
d'un seul point. De plus, un point inconnu devant être généralement 
déterminé à l'aide de trois conditions, chaque problème simple et dé- 
terminé se décomposera encore en trois problèmes simples, mais indé- 
terminés, dont chacun donnera pour solution une surface plane ou 
courbe, propre à représenter le lieu géométrique de tous les points qui 
rempliront une seule des trois conditions données. Enfin la solution 
des problèmes simples et indéterminés s'efl*ectuera aisément à l'aide 
de l'Analyse. On pourra même, par la synthèse algébrique, obtenir des 
solutions élégantes de problèmes déterminés, par exemple de celui 
qui consiste a tracer une sphère tangente à quatre sphères données dont 
les centres sont C, C,, C,,, C^ et les rayons r, r , r,^, r^. 

Si Ton applique en particulier à ce dernier problème une analyse 
semblable à celle que nous avons employée dans le second paragraphe, 
alors, en supposant, pour fixer les idées, que r soit le plus petit des 
quatre rayons, on obtiendra la solution suivante : 

Déterminez le centre radical correspondant au système des quatre 
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sphères, puis le centre radical A correspondant au système de quatre nou- 
celles sphères décrites des centres C, C,, C^, C^ avec les rayons 

2r, r,±/-, /v±r, r^±i>. 

Enfin joignez le point au milieu ^ delà droite CA. La droite OB ainsi 
traxiée coupera la première des sphères données en deux points T, dont 
chacun sera un point de contact de cette sphère avec une sphère nouvelle 
tangente aux quatre sphères données. Pour avoir le centre correspondant 
de la nouvelle sphère, il suffira de chercher le point où le rayon CT de la 
première des sphères données rencontrera la droite OA. 

Observons, au reste, que déjà M. Gergonne avait déduit de l'Analyse 
une solution très élégante de ce problème dans le Mémoire de i8t4 
que nous avons précédemment rappelé. 



213. 

Physique mathématique. — Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures 
mesurées dans un double système de points matériels que sollicitent des 
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. 

C. R., T. XVI, p. 954 (8 mai i843). 

Dans un Mémoire {voir Extrait n^ 201) que. renferme le Compte 
rendu de la séance du 6 février dernier, j'ai développé les formules qui 
servent à déterminer les pressions ou tensions intérieures, dans un 
seul système de points matériels sollicités par des forces d'attraction 
ou de répulsion mutuelle, et j'ai ajouté qu'il était facile d'étendre ces 
formules au cas où l'on considère plusieurs semblables systèmes, su- 
perposés l'un à l'autre, c'est-à-dire, renfermés dans le même espace. 
C'est ce que je vais faire voir, en considérant spécialement le cas 
où deux systèmes de points matériels se trouvent superposés l'un à 
l'autre. 
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§ 1. — Équilibre et mouvement de deux systèmes de points matériels^ 
superposés l*un à l'autre. Pressions ou tensions mesurées dans ces deux 
systèmes. 

Considérons deux systèmes de molécules que nous supposerons 
réduites à des points matériels et sollicitées par des forces d'attraction 
ou de répulsion mutuelle. Soient, dans Tétat d'équilibre, 

a:, j, z les coordonnées rectangulaires d'une molécule m du premier 
système ou d'une molécule m, du second système; 

a? -f- X, j -h y, z -^z les coordonnées d'une autre molécule m du pre- 
mier système, ou d'une autre molécule m du second système; 

r le rayon vecteur mené de la molécule m ou m, à la molécule m ou m,, 
et lié à X, y, z par l'équation 

Soient encore 

mmr/(r) l'action mutuelle des molécules m, m; 

m^m r/(r) l'action mutuelle des molécules m,, m,; 

mmr((r) l'action exercée sur la molécule m par la molécule m; 

m,mr\\(r) l'action exercée sur la molécule m, par la molécule m; cha- 
cune des fonctions /(r), /(O» f(0» fX'') étant positive lorsque les 
molécules s'attirent, négative lorsqu'elles se repoussent; 

ï la densité du premier système au pojnt (x,y, z); 

ï, la densité du second système au même point; 

mXf m.T» ni2> les projections algébriques de la résultante des actions 
exercées sur la molécule m par les autres molécules; 

m^'v-,, in,7,, m, 5c, les projections algébriques de la résultante des actions 
exercées sur la molécule m,. 

Enfin, soient 



««., 


^, 


c, 


^, 


ali,, 


®. 


c, 


®, 


e 



les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au 
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4^25 



point (x,y, z), du côté des coordonnées positives, par trois plans per- 
pendiculaires aux axes des x^ des y et des z. 

Les équations d'équilibre de la molécule m seront 

( 2 ) rV — o, ?T = o, 3S) tiz o, 

les valeurs de cX, .7, % étant 

(:^) ^'V- = S[/nx/(r)]4-S[m,xf(r)], 



et la somme qu'indique la lettre S s'étendant aux diverses molécules, 
distinctes de m, qui se trouvent comprises dans la sphère d'activité 
sensible de m. Pareillement les équations d'équilibre de la molécule 
m, seront 

(4) ^^-,= 0, fX — O, '1o,z=:0, 

les valeurs de .x^, 3",, %^ étant 

(5) '^-,=^S[m,x/(r)]-+-S[mxf,(r)], 



De plus, si chaque système de molécules est homogène, c'est-à-dire si 
les diverses molécules, offrant des masses égales, se trouvent distri- 
buées à très peu près de la même manière autour de l'une quelconque 
d'entre elles, on aura sensiblement 



(6) 



+ ^S[/n,xV,('-)]+^S[mx=r,(r)], 



(7) 



j Cî) - ^ S[m yz/(r)] -f- ^ S[/n,yz f(r)] 

< 

( + |s[m,yz/,(r)] + ^S[m yz |;(;)], 



OF.m-res de C. — S. I, t. VU. 
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Supposons maintenant que le double système de molécules vienne 
à se mouvoir, et soient, au bout du temps /, 

E, Yj, ^ les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux 
axes des x, des y et des z\ 

H,, Y),, X,^ les déplacements semblables de la molécule m, ; 

E -4- A$, Y] -h At], Î -I- As les déplacements correspondants de la molé- 
cule m\ 

^^ H- A$^, Y), "h Ay],, ^, -h Al^ les déplacements correspondants de la molé- 
cule m/, 

'j la dilatation du volume, mesurée dans le premier système autour de 
la molécule m; 

»j^ la dilatation du volume, mesurée dans le second système autour de 
la molécule m,; 

A- -h Jf, 7 -h "9, ^ -f- 3 ce que deviennent dans l'état de mouvement les 
forces accélératrices -v, 5, t-; 

a:, -+- Jf,, ir -j-"^, ^,-•-'3, c^ que deviennent les forces accélératrices 
-\, iT,, 2o,; 

.1, H- 31, D!> -h U, 3 -4- C, (0 -f- JP, *L -h C .7 -h / ce que deviennent les 
pressions -i., i»î), 3, (O, i\ J. 

Enfin, concevons que, dans Tétat de mouvement, 

la dislance /• des molécules m, m devienne /• -f- p, 
la dislance r des molécules m, m, » r -h ç, 

la distance r des molécules m,, m, » r 4- p,, 
la dislance /* des molécules m,, m. » /-h ç,. 

Les équations du mouvement de la molécule m seront, eu égard aux 
formules (2), 

(8) D?£.= J, D?y) = D, D?Ç=:3, 

tandis que les équations du mouvement de la molécule m, seront, eu 
égard aux formules (/j), 

(9) I)?-:-J^,, D?r^-=U,, D?Ç,:=3,; 
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et l'on aura, non seulement 

I (,• + p )«^ (X + A? )=+ (y + At) )'+ (z 4- AÇ )', 
^"''' / (/•4-p,)'=(x4-A?,)'+(y + Aïi,)'+(z-hAÇ,)S 

( (r4-ç)»=(x-^-HS,-t-A^,)'+(y-ïi+r,,-hAï),)»+(z-:-i-Ç, + AC,)S 
^"^ ' (/• + s,)«=(x-t+?+Aç)'+(y--fl, + ^+AT))»+(z-?,4-Ç-t-A;)', 

mais encore 

(!•.,) -V- +j=S[m(x+A|)/(r + p)]+S[»i,(x-^+£,+ A2,)f(/- + s)]. 

(i3) .v,-4-jr,= S[m,(x + Aï,)/,(/- + p,)] + S[m,(x-ï, + |+A|)|>- + ç,)], 



J — f— W 1 -T~ »> 

^''^ 1 +-i^^S[m,(x4-Aç^)V,('- + P,)]+7^S[m(x-£,4-ç + Aï)'t'(/- + ç,)j, 



(■5) 



cD + 0= -^S[w(y + AY))(z + AÇ)/(r + p)] 

I -T- U 



*'''-S[m,(y + Ar),)(z + AÇ,)/,(/- + p,)] 



i + u, 
-f- -^S[m (X - ï,+ ? + A^) (y - n,+ ïiH- Ayi) r,(/- 4- ç,)], 



Si le mouvement que Ton considère est infiniment petit, les équa- 
tions (lo), (i i), jointes à la formule (i), donneront 

, ^, X Aî 4- y Ayj + z A? x M ■+- y Am, + z AC, 
(i6) p= , p,— ■■ ) 

( x[(i + A)g,^n-^y[(i + A)r),-r)]4-z[(i^A);,-n 

^'^^ j x[(i-f-A)g-£j4-.y[(T + A)Yi-riJ+z[(i + A)^-CJ 
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et l'on aura, de plus, 

j •j=D,ï + D^n -i-D,C, 



(.8) 



Alors on tirera des formules (12), (i3), (i/j). (i5), jointes aux for- 
mules (3), (5), (6), (7), 



(>9) 



11= S[m/(/-)A|H-S|/.»,C('-)[(i + A)£,-;]! 

H-s[,«/^xp]-.s[.,i:|L>x.]. 



(20) 






X,= S[m,/(r)Aï,]+SJ/«|;(r)[(H-A)ç-t]| 
-.S[.,^xp]^s[.^x4 



a= ^\2S[m/(r)j.\i]+S[m/'{r)x*p]\ 

+ i \2S[m,ar)xa, + ll-S,)] + S[m,(\r)x*ç]> 
(2.) / +^!2SlA/,(0^H] + S[m,/;(r)x'p,]î 

+ ^|2S[mr,(/-)x(ï + A;-£,)] + S[mf.'(r)x«t,]î 
-^uSj[/«/(r) + m,f(r)]x«î-^'«,S|[m,/,(r) + m|;(/-)]x';, 



(32) 



9= - 1 S[m/(r) (zAr) +yAÇ)] + S[m/'(,-)yzp] • 



+ 5(^î'".r('-)[z(^,+ Ar),-r))+y(C,-i-AÇ,-0]!-HS[/«,r(/-)yzî) 

+ J|S[/«, /;(/•) (zAn, -h yAC,)] + S[m/,(r)yzp,]| 

+ 7(Si'wf,('-)[z(*l + A»i-r),) + y(Ç + AÇ-Ç,)]l+S[/«|:(r)y2«,]) 
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Dans les calculs qui précèdent, nous avons, pour plus de généralité, 
distingué Tune de l'autre les deux forces accélératrices r((r), r\\(r) 
qui correspondent à l'action d'une molécule du second milieu sur une 
molécule du premier, et d'une molécule du premier sur une molécule 
du second. Lorsqu'on suppose la réaction égale à l'action, non seule- 
ment entre les molécules de même nature, mais aussi entre les molé- 
cules de natures diverses, on a 

{){r) = f{r). 

Observons encore que, dans les différentes formules ci-dessus éta- 
blies, la lettre caractéristique A indique l'accroissement que prend 
une fonction des variables indépendantes 

quand on attribue à ces variables les accroissements 

Cela posé, en désignant par » une fonction quelconque de x,y, :?, on 
aura 

(23) A8=:(e*^'+y»r-»-*'>— 1)«. 

Si, les systèmes de molécules donnés étant homogènes, le mouve- 
ment infiniment petit, propagé dans ces systèmes, se réduit à un mou- 
vement simple dont le symbole caractéristique soit 

M, V, iv désignant des coefficients réels, alors, en prenant pour 8 une 
fonction linéaire quelconque des déplacements ^, y), Ç, $,, y),, Z^ et de 
leurs dérivées, on trouvera 

(^4) A8 = (e»"-^y»'^-»'*'— 1)«; 

et, en posant, pour abréger, 

(25) v^iXM^-yt'-hzw', 

on aura 

(26) A8=:(c'— 1)8, 
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par conséquent 

(27) A=ie*— I. 

C(A'à posé, les formules (lO), (17), (18) donneront 

(ciH) p = -^ {e'-i)y p,= -^ ~ (^•— 0; 

(3o) 1/ -3 m£ -h rrj -H «vÇ, y.rz //;. -h i'rî,H- ti'^; 

er, comme on aura encore 

X — D|,i, y=zD»,(, z — l),vS 

on tirera des formules (19), (20), (21), (22), jointes aux équa- 
tions (28), (29), (3o), 

i 1:=(G-I)|-hD„(;D„+Y)D.H-ÇDh.)(1I-K) 
^•^') I -+-(k,-^D„(£,D«-^yi,D,4-Ï,D^)5, 

• 

I 3C,r^ ((;,_!,)£, + D»(iI)„ + -r),D,+ Ç,D^) (H,- K,) 

• •• •••» 

I -*-^Si[m/(/)+m,f(r)]x';-^v,S{[m„/,(r) + /«f,(r)].x'j, 

, 

D ^ (n D,,.-hC D.,) ^ H-D^D«,(tI)„-hY)D^4-ÇD„.)-^ ^^ ^ 

^.y ] + (tq,Dh.4- Ç,D^)-^^-^ — ^ ^ 4-D»,D„.(£,D„-i-Y),D»,-hî,DH,)-^^— ^ — ^-^-^ ^' 

-^'-SJ[/;i/(r)4-m,r(r)]yz{-^u,SÎ[//i,/,(/-)-^mt;(/-)]yzî, 
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les valeurs des quantités 

^/> H„ (j,, /j„ 1„ K„ '•\, m', 
étant 



(35) 



iG-S[m/{r)e% Il - S | m -^^^ e'- 1 , 

(36) < ^ 



(37) 



j G,= S[m,/,(/-)e<], H, = S [m, -^ e' |, 

(38) < L J 

I .\ ir:S[m /(r) 4-m,((/')^l, .H,i=Sl — ^-^ ^^ '- ^ |. 

En comparant la formule (23) à la formule (2/i), on obtient immé- 
diatement la conclusion suivante : 

Pour obtenir les valeurs générales des forces accélératrices 

X, n, 3, ar„ V„ 3, 

qui correspondent à un mouvement infiniment petit quelconque de deux 
systèmes homogènes de points matériels, il suffit de calculer les valeurs 
particulières de ces quantités qui correspondent au mouvement simple 
dont le symbole caractéristique est 

u, r, ^v désignant des quantités réelles; puis de remplacer, dans ces 
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valeurs particulières y les coefficients 

M, r, w 
par les lettres caractéristiques 

D,, hy, D = , 

qui devront s'appliquer aux déplacements 

considérés comme fonctions de x, y^ z. 

Dans le cas particulier où le mouvement du double système de 
points matériels se réduit, en réalité, à un mouvement simple dont 
le symbole caractéristique est 

alors, pour obtenir les équations symboliques et finies du mouvement 
simple, il suffît de remplacer, dans les formules (3i), (32), les dépla- 
cements effectifs 

ly fïf Ç, l„ tï„ Ç, 

par les déplacements symboliques 

\f Tn, C, i, Yî,, C 

et les forces accélératrices 

1, 9, 3, X,, 1)„ 3, 
par les produits 

5^1, 5»^, S*-l, S%, J«^, 5«Ç;. 

Donc les équations symboliques et finies d'un mouvement simple 
seront 

s^l ^ (G ^ I )? 4- hu{\ D«-f. ;; D,^ C D«,) (H - K) 



^^^^ -H î?S.-Hl>«(lI>»-HY},D,-hÇ,DH,)5, 



(io) 



J5'$, = (G,--I,)i4-D,(g;D„-hyî,D,+ Ç,D^)(H,-K,) 
j -+-g,^4-D„(|D„4-ï?D,^ÇD^)5„ 
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chacun des coefficients 

u^ r, w, s 

pouvant d'ailleurs être ou réel ou imaginaire. Ajoutons qu'il suffira 
d'éliminer les déplacements symboliques 

If ri, Ç, î, y),, Ç, 

entre les équations (Sq), (4o) pour obtenir celle qui déterminera la 
valeur du coefficient s^ en fonction des coefficients u, ç, w. 

§ II. — Réduction des formules, dans le cas où les systèmes donnés 

deviennent isotropes. 

Si les systèmes donnés deviennent isotropes, alors les fonctions de 

u, s>, Wf désignées, dans les formules (3i), (32), ... du § I, par les 

lettres 

^» H, cj, 5» ï» ^i ^f* H,, (Jf9 5„ I,, K„ 

se réduiront à des fonctions de 

(i) k^—U'-hv^-\-w^, 

En même temps les fonctions 

5, c'K, 5,, DC, 

s'évanouiront. Cela posé, les formules (3i), (32), (33), (34) du § I 
donneront 

( It = M 5 -+- OÏL I, 4- «(N u 4- X u,), 
^'^ \ , 

^^ ( , 

a=z2a^^D^ ^-'-^^-^2u,ljDu-'-^ 

(4) ' -^K'-^^N V-'-^'^'V^T^V ^- 

-^;;S|[m/(r)H-m,f(r)]x«j-^u,SJ[m,/(r) + mf,(r)]x'j, 
f 

OEuvrrs de C. - S. I, t. Vil. 55 
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I cv£ bN-f-b^OL, viv b, N, -+- b >X, 

(5) { ^'^T 2 "^"'T 2^' 

---^jS}[/n/(r)-f-m,f(r)]yzj--^u,SÎ[m,/,(/-)^mf,(/-)]yzî. 



les valeurs de 

M, N, OR., ^Jt, 

étant déterminées par les formules 

JM^.G-l + JlU(H K), 

(6) 

(N:-^D,|iD,(H-K)], 

(7) ' / \ 

et 

M,. N„ on.,, Jî^, 

étant ce que deviennent 

M, N, OU, X 

quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. 
Ajoutons que, dans les formules (2), (3), (4)» (5), on aura 

(«S) u :— «I 4- ç»Yj -J- (vÇ 

et 

(9) u, ----//;, -h f^Y),-t-irÇ,. 

Si d'ailleurs on pose 

(10) V — u^-^ iff) -h ivÇ 

et 

(n) î^," w;,-|-('Y),-+-tvC,, 
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les formules (Sq), (4o) du § I donneront 



Enfin, si Ton a égard aux formules rappelées dans le § II du Mémoire 
du 6 février, on tirera des équations (6), (7), jointes à celles qui dans 
le § I déterminent les valeurs de G, H, ç, 5, 1, K, 

(«='î>'[(>'~*f^'-3)'Vw]t-is|eL.iM.,<o,|, 

(i4) 

P = F'S[-vv)D.(iD/-^f!:)]. 

(i5) 

On peut observer que, dans la valeur de 3Tt, développée suivant les 
puissances ascendantes de k, le terme indépendant de k sera l'expres- 
sion qu'on obtient lorsque, dans cette valeur, on remplace le rapport 

par -frn. 

Ce terme sera donc 

ou, plus simplement, 

s{5D,[r3f(r)]|. 

Donc ce terme s'évanouira si le produit r** f(r) se réduit k une con- 
stante, ou, ce qui revient au même, si la force accélératrice 

rf(r) 

est réciproquement proportionnelle au carré de r. 
Ajoutons que, dans ce cas, la valeur de M, développée suivant les 
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puissances ascendantes dc^, cessera elle-même de renfermer un terme 
constant. 

Ces observations entraînent évidemment la proposition suivante : 

Les équations différentielles des mouvements infiniment petits d'un 
double système isotrope de molécules ne renfermeront pas les inconnues 
hors des signes de différentiationy si les forces accélératrices qui pro- 
viennent de l'action mutuelle des deux systèmes sont réciproquement pro- 
portionnelles au carré de la distance. 

On tire des équations (lo) et (ii), jointes aux formules (12) 

et(i3), 

(5J_M — NA-')U — (01l^-hX,^»)u,=ro, 



(i6) 

(^*-M,-N,A-«)i;,-(OR -hX A-2)u =0; 

puis on en conclut 

(17) (5«-M-NA-*)(5«-M,~N,A:»)-(cm-h0CA-«)(OR.,-f.X,/t*)=o 



ou 








(18) 




u = o, 


w,= o, 


et alors, 


les formules 


(12). (i3) 


étant réduites à 


('9) 




l:'!: 


Ml 4-3111;, 

9 


(20) 




1"^: 


■M,|;-h3IL,f, 



on en conclut 

(21) (5Î_M)(5»— M,)-;)îlOîl,=:o. 

Les formules (17), (21) sont les équations qui, pour un double 
système isotrope, déterminent s^ en fonction de w, v^ w. Les équa- 
tions (16), (17), (21) sont précisément celles que fournissent, pour 
un mouvement simple, les formules (19), (sj) et (28) des pages 129 
et i3o du P' Volume des Exercices d'Analyse et de Physique mathéma- 
tique ('). 

( ») OEuvres de Cauc/tf, S. Il, T. XI. 
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Les formules (2), (3), (i4)» (i5), (17) et (21) coïncident avec 
quelques-unes de celles que renferme une Lettre écrite de Christiania 
par M, Broch. On devait naturellement s'attendre à cette coïncidence, 
puisque l'auteur delà Lettre annonce lui-même qu'il a pris pour point 
de départ l'analyse développée dans plusieurs de mes Mémoires. 



2i4. 

Physique mathématique. — Addition au Mémoire sur les pressions ou 

tensions intérieures, mesurées dans un double système de points 

matériels. 

G. R., T. XVI, p. io35 (i5 mai i843). 

Considérons de nouveau deux systèmes de molécules que nous sup- 
poserons réduites à des points matériels et sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle. 

Soient 

m, m deux molécules du premier système; 
m,, w deux molécules du second système. 

Soient de plus, dans l'état d'équilibre, 

X, j, z les coordonnées rectangulaires de la molécule m ou m, ; 

0? -h X, j -f- y, - H- z les coordonnées de la molécule /n ou /w, ; 

r la distance de la molécule m ou tn, à la molécule m ou m^ ; 

mmr/(r) l'action mutuelle des molécules m, m; 

m,mrf^{r) l'action mutuelle des molécules m,, w ; 

inm^rf(r) l'action exercée sur la molécule m par la molécule m/, 

m,mri{r) l'action exercée sur la molécule m, par la molécule m\ 
chacune des fonctions /(r), f,{r), ((r), f,(r) étant positive lorsque 
les molécules s'attirent, négative lorsqu'elles se repoussent; 

tj la densité du premier système au point {x^y^ z)\ 

ï, la densité du second système au même point, 
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et nommons 

rf, 1)1), (C>, 

les projections algébriques des pressions ou tensions supportées au 
point (x, y, z), du coté des coordonnées positives, par trois plans per- 
pendiculaires aux axes desa?, j, z. Supposons d'ailleurs que, le double 
système de molécules venant à se mouvoir, on nomme, au bout du 
temps /, 

$, Y], J^ les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux 

axes des x, des j et des z ; 
l,,\, t^ les déplacements semblables de la molécule m,; 
u la dilatation du volume, mesurée dans le premier système autour de 

la molécule m; 
'j^ la dilatation du voluihe, mesurée dans le second système autour de 

la molécule m,, 

et soient 

.,1, H- 51, -ift) -hlB, C -h (E, (D -f-JP, i: f- <£, .f -+-/ce que deviennent à la 
même époque les pressions A., ifc, 3, cô, c, S. 

Enfin, concevons que, dans l'état de mouvement, 

la distance des molécules m, m reçoive racrroissement p, 
celle des molécules m, /n, » ç, 

celle des molécules m„ m, » p,, 

celle des molécules m,, m » ç,. 

Si le mouvement propagé dans le double système de molécules, 
étant infiniment petit, se réduit a un mouvement simple dont le sym- 
bole caractéristique soit 

alors, en posant, pour abréger, 

/ 
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on aura, en vertu des formules établies à la page 43o, 

■3= -H 2i;D„ ^ 1- DJC^Da-t- ïl D^ + CD,.,) ^ "-!- 



-jD.D^J - -'u,l),D„,J„ 



les valeurs de 

G, H, ç, 5, I, K, '5, ac, J 

étant 

j G=S[/M/(/-)e'], H=Sr/w ^-^pe'l, 

I =S[m/(/-) + m,f(r)], K z:^ S ^ ^^— ^J , 

(4) ' L -J 

(3) J = SJ[m/(r) + /n, f(r)]^î. 

et 

G,. H„ ç,, 5„ I,, K„ -■>„ îX!,, J, 

étant ce que deviennent 

quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. 
Ajoutons que, pour déduire des formules (i), (2) les valeurs des 
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pressions correspondantes à un mouvement infiniment petit quel- 
conque, il suffira de remplacer «, v, w par les lettres caractéristiques 
D^, Dy, D„ qui devront s'appliquer aux déplacements \, t), X,, \, \, X,^, 
considérés comme fonctions de x, y, z. 

Lorsque les deux systèmes donnés deviennent isotropes, ses équa- 
tions (i) et (2) se réduisent aux suivantes 

,' ^i ^ ftM-+-li,.*)ÎL, . I ^ b»M,-f-b.')R 
I a=r awÇ^D* -^ — -'-i-aMijf D*^^^ 



(6) 



/ «»\^ >N-)-i»,-7ï., / a* \)>,N,-f-î> 



\m-\^.^ni„ 



» = (ïl«P -i- Çr) ^ D* -^ — ■' + (t),»»' + %,v) j_ D* ■!—'-- 

(7) { , vw^ >N + >,X, , . rw>^ >,N,-H»X 
H-u-^D* ^ +"'T"* ^^ ' 



les valeurs de 

M, N, Oit, 3t., J 

étant 

l« = «|p''4(F»''-^^'-3)''H|-5'|5»'['^f<'>l|' 

(8) 

(N = ls[««rVV)D.(iD/-^7^)], 

,^=sj5D.[q^D.f^:^],|, 

(9) * -* • 

(0t=s[m,.Y(')Dr(iD.?^::^)]. 

(.0) j=:*.s[^iZ^il±^î^fi^^'] 



et 



M„ N,. ait,,- X„ J, 
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EXTRAIT N- 215. Ul 

étant ce que deviennent 

M, N, Oit, X, J 

quand on échange entre eux les deux systèmes de points matériels. Il 
est d'ailleurs facile de s'assurer que les formules (6), (7) s'accordent 
avec les formules (4) et (5) des pages 433, 434» et que, dans les for- 
mules (5) [ibidem], les sommes exprimées à l'aide du signe S s'éva- 
nouissent. 



215. 

Analyse mathématique. — Remarques à l'occasion d'un Mémoire 

de M. Binet, 

C. R., T. XVI, p. 1279 (12 juin i843). 

Après la lecture de ce Mémoire, M. Augustin Cauchy annonce que 
de son côté il a obtenu, sur les pôles et les polaires des divers ordres, 
quelques théorèmes sur lesquels il pourra revenir dans un prochain 
Compte rendu, et qu'il a communiqués en partie à M. Binet, au moment 
où celui-ci commençait à énoncer quelques-uns des résultats de son 
Mémoire. L'un de ces théorèmes est le suivant : 

Théorème. — Soit 

(1) § = 

l'équation d'une courbe plane, S étant une fonction des coordonnées rec- 
tangulaires Xy y. On sait que si, par le point (x,y), on mène une tan- 
gente à la courbe, les coordonnées courantes de la tangente vérifieront 
Véquation 

(2) (x-^)D^S + (y-j)Dy8zno. 

On sait encore que si, dans l'équation (2)9 on regarde x, y comme con- 
stantes, cette équation et la suivante 

(3) xD;pS-+-yDyS = ^D;,.S4-/DyS-h0S 
représenteront des lignes appelées polaires, qui renfermeront les points de 

QEwret de C. — S. I, t. VII. 56 
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contact de la courbe donnée avec les tangentes issues du pôle (x, y), quel 
que soit d'ailleurs le coefficient 6, que Von peut réduire, pour plus de sim- 
plicité, à une constante. Enfin si, le point (x, y) étant mobile, on trace, 
dans le plan de la courbe donnée, une droite AB dont les coordonnées 
courantes soient représentées par x, y, l'équation de cette droite sera de la 
forme 

(4) ax-+-6y = i, 

a, 6 désignant des quantités constantes, et il est clair que l'équation (4) 
sera réduite à l'équation (3) si les coordonnées x^ y vérifient la formule 

(5) î^ = 5|^r^^D^.S-+-/D^.S + 0S. 

Cela posé, on peut affirmer, non seulement que les points (x, y)^ déter- 
minés par la formule (4)» appartiendront à toutes les polaires correspond 
dantes à un pôle quelconque pris sur la droite AB, mais encore que y si 
r équation (i) est de la forme 

(6) F(^-«,7-^.)=zK, 

a, b, K désignant des quantités constantes, et ¥(x, y) une fonction homo^ 
gène de x, y, tous les points en question seront situés sur les droites me- 
nées du point (a, b) à ceux par lesquels on peut mener à la courbe que 
représente l'équation (6) ou la suivante 

(7) ¥{x — a,y'-'b)^i 

des tangentes parallèles à la droite que représente l'équation (4). 

Le théorème précédent fournit, pour la construction de la tangente 
menée à un cercle par un point extérieur, divers procédés nouveaux, 
dont l'un surtout parait digne de remarque. 

Un théorème semblable se rapporte au cas où Ton fait mouvoir sur 
un plan le pôle qui sert de sommet au cône circonscrit à une surface 
courbe donnée. 

FIN DU TOMB VII DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 
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